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Hoofdstuk 3: Redeneren en bewijzen
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a.
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3-7 Gemengde opdrachten
Pagina 64

a7

ZPAM = ZPBM = 90° (raaklijn)
Bewijs: AM = BM (straal) = APAM=APBM= PA=PB
PM=PM

482 BC=\AB+AC

1202 +212=29 (Pythagoras)

b BP=AB-AP=20-r,CR=AC-AR=21-r

¢ CO=CR (opgave 47) en BQ = BP (opgave 47).
BC=BO+CO=(20-r+Q21-r)=41-2r=29
41-2r=29=r=6.




 (gestrekte hoek)
b.
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a.
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 (uit de vergelijkingen van opgave 2b)
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a.
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b.
De hoek tussen de deellijnen is 90°.

c.
Stel 
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d.
De deellijnen van de hoeken van twee snijdende lijnen staan loodrecht op elkaar.
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a.
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 (hoekensom driehoek)
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 en dan is 
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 (hoekensom driehoek)
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5
’ b Je krijgt altijd dezelfde driehoek. Twee van deze driechoeken passen st¢
exact op elkaar.
¢ Zowel ADEF als ADE'F voldoen aan de eisen.





6
a.


b.
je krijgt dan dezelfde driehoek
c.

7
a.
ZZZ: één driehoek


d.
HHH: meerdere driehoeken mogelijk
b.
ZHZ: één driehoek


e.
ZZR: één driehoek

c.
ZHH: één driehoek
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 (gegeven)
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 (gegeven)
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 (overstaande hoeken)

GM is gemeenschappelijk
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 (gegeven)
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 (Z-hoeken)
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 (gegeven)
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 (Z-hoeken)
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a.

b.
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=

 (gegeven)

CM is gemeenschappelijk
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 (gegeven)
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 (ZZZ), dus 
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c.
Teken de loodlijn uit F op DE (deze snijdt DE in G)

FG is gemeenschappelijk
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 (loodlijn)
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 (gegeven)
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 (de driehoek is gelijkbenig)
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 (opdracht 11)
a.
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 (Z-hoeken)
b.
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 (Z-hoeken)
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 (gegeven)

AC is gemeenschappelijk
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 (Z-hoeken)


dus 
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dus 
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 en 
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 (gegeven)
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 (loodlijnen)
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 is gemmenschappelijk
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 (ZHH), dus 
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 en dus is ABC een gelijkbenige driehoek
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a.
PM is gemeenschappelijk



b.

[image: image56.wmf]QAQB

=

 (gegeven)
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 (gegeven: 
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 (gegeven)
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 (gegeven)




QM is gemeenschappelijk
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samen 180°. Dus 
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a.


b.

[image: image66.wmf]SASC
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c.
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d.

[image: image68.wmf]SASCSB
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e.
dus S ligt op de middelloodlijn van AB
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a.
De drie middelloodlijnen van een driehoek gaan door één punt M (zie opdracht 15). Dit punt ligt even ver van de drie hoekpunten van de driehoek. M is het middelpunt van de omgeschreven cirkel.
b.
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a.
ABCD en ABEC zijn parallellogrammen. Ze hebben twee paar evenwijdige zijden
b.
uit a volgt dat 
[image: image69.wmf]CDAB

=

 en 
[image: image70.wmf]ABCE

=

. Dus C is het midden van ED.

De hoogtelijn uit C is de middelloodlijn van DE in driehoek DEF.
c.
Op dezelfde manier kun je bewijzen dat de hoogtelijn uit B de middelloodlijn is van EF en de hoogtelijn uit A de middelloodlijn van DF.

De middelloodlijnen van een driehoek gaan door één punt, en dus gaan de hoogtelijnen van driehoek ABC ook door één punt.
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a.
AP is gemeenschappelijk


b.
AQ is gemeenschappelijk
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 (gegeven)
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 (gegeven)
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S ligt op de bissectrice van 
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S ligt op de bissectrice van 
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Hieruit volgt dat 
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, dus S ligt op de bissectrice van 
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a./b./d.
c.
Omdat S het snijpunt is van de drie bissectrices, geldt: 
[image: image85.wmf]SPSQSR

==

. De cirkel met middelpunt S en straal SP raakt dus de drie zijden van driehoek ABC.
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a.
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b.
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a.
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b.

c.
scherphoekige driehoek:
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Teken SK L PR. SKis de straal van de ingeschreven cirkel.

Bij de scherphoekige driehoek is PH = \13>—122=35, dusis
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stomphoekige driehoek: 
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a./b.
c.
factor 
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 en 
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 en hoek C is gelijk, dus 
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a.


b.

[image: image102.wmf]90
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 (hoogtelijnen)
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 is gemeenschappelijk


[image: image104.wmf]ADCBEC
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 (hh)

c.
De overeenkomstige zijden passen in een verhoudingstabel: 
[image: image105.wmf]ACCD
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d.

[image: image106.wmf]C
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 is gemeenschappelijk en de verhouding van de aanliggende zijden is gelijk (zie opgave c). Dus 
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 en 
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a.
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 en 
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 is gemeenschappelijk: 
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b.
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 ofwel 
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[image: image115.wmf]CEDCAB
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, dus ED // AB (F-hoeken)

c.
De middenparallel van een driehoek is de helft van de overige zijde en is daaraan evenwijdig.
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a.
omdat ED // AB geldt: 
[image: image116.wmf]ABEBED
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 (F-hoeken) en 
[image: image117.wmf]AZBDZE
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 (overstaande hoeken). Dus 
[image: image118.wmf]ABZDEZ
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 (hh).

b.
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, dus 
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c.

[image: image121.wmf]:2:1
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d.
omdat 
[image: image122.wmf]:2:1
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 en zowel Z als S op de zwaartelijn ligt moeten ze wel samenvallen.
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a.

[image: image123.wmf]A
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 is gemeenschappelijk en 
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. Dus 
[image: image125.wmf]APSABD
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 (zhz)
b.
PS is de middenparallel van 
[image: image126.wmf]BDA
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, dus PS // BD en 
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c.
Op dezelfde manier is te bewijzen dat 
[image: image128.wmf]CRQCDB
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 en omdat RQ een middenparallel is van 
[image: image129.wmf]BDC
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 is RQ // BD. Hieruit volgt, samen met antwoord b dat PS // BD // RQ.


Op analoge manier is te bewijzen dat PQ // SR.

PQRS heeft dus twee paar evenwijdige zijden; PQRS is een parallellogram.

d.
Dan moeten 
[image: image130.wmf]PSPQ
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. Daarvoor moet 
[image: image131.wmf]ACBD

=

.
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a.

[image: image132.wmf]22

13512

CE

=-=


b.
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 en 
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a.
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 en omdat 
[image: image139.wmf]0
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[image: image140.wmf]2
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b.
Als Q op de cirkel ligt, dan zou MQ gelijk moeten zijn aan MP, maar dat kan niet.
Dus er is geen ander punt dan P op l die op de cirkel ligt.
31
a.
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 (straal)
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 (ZHZ), dus 
[image: image143.wmf]ABCD
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b.
de bogen zijn even groot.
32

[image: image144.wmf]AMBM
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 (straal)


de loodlijn MS is gemeenschappelijk
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 (gegeven: loodlijn)
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 (ZZR), dus is 
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a.
Stel: 
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. 
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 is gelijkbenig, dus is 
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 (Thales). Dan volgt dat 
[image: image153.wmf]90(90)

MCA

aa

°°

Ð=--=



[image: image154.wmf]MCMA

=

. 
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 is gelijkbenig, dus is 
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b.
Teken de middellijn AD.

Uit opdracht a volgt nu: 
[image: image157.wmf]1

2

BADBMD

Ð=×Ð

 en 
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Teken ook nu weer de middellijn AD.
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a.
die hoek is dan 
[image: image163.wmf]2108216
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b.
die is 
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c.
en die is dan 
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a.

b.

[image: image166.wmf]36070
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37
a.
alle hoeken P, Q en R staan op dezelfde boog en dus gelijk aan de helft van de middelpuntshoek M op die boog. Alle hoeken P, Q en R zijn dus even groot.
b.
De omtrekshoek ACB is de helft van de middelpuntshoek AMB.
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c.
Teken de lijn door M loodrecht op AC. Deze snijdt AC in D.


[image: image168.wmf]ADMACB
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 en 
[image: image169.wmf]A
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[image: image170.wmf]ADMACB

V:V

 (hh) en de verhouding is 
[image: image171.wmf]1
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. Dus D is het midden van AC.


M ligt op de middelloodlijn van AC.


Op dezelfde manier kun je bewijzen dan M op de middelloodlijn ligt van BC.


Dus 
[image: image172.wmf]MAMBMC

==

.
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a.

[image: image173.wmf]BACBDC
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 (constante hoek)


[image: image174.wmf]ASBCSD
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 (overstaande hoeken)


[image: image175.wmf]ABSDCS
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 (hh)
b.
Dat gaat op dezelfde manier als bij a.
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a.
Teken BD

A ligt op een cirkel met middellijn BD (Thales)
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Teken SK L PR. SKis de straal van de ingeschreven cirkel.
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C ligt op een cirkel met middellijn BD (Thales)
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a.


b.

[image: image176.wmf]PAAM

^

 (raaklijn)

A ligt op een cirkel met middellijn PM (Thales)



[image: image177.wmf]PBBM

^

 (raaklijn)


B ligt op een cirkel met middellijn PM (Thales)


A, B, P en M liggen op één cirkel.
c.
Construeer de middelloodlijn van PM om het middelpunt S te vinden van de cirkel.

Construeer de cirkel met middelpunt S en straal PS.


De snijpunten van de twee cirkels zijn de raakpunten A en B.

Construeer de raaklijnen PA en PB.
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a.
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 (straal). Dus 
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 (gelijkbenige driehoek)
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 (straal). Dus 
[image: image181.wmf]MBCMCB
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 (gelijkbenige driehoek)


Op dezelfde manier geldt: 
[image: image182.wmf]MCDMDC
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 en 
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 (hoekensom van een vierhoek)
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 (som van elk paar overstaande hoeken)
b.
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 (waar C op ligt) (omtrekshoek) en 
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 (waar A op ligt) (omtrekshoek)
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a.
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[image: image193.wmf]9090180
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: ARHQ is een koordenvierhoek.

Op analoge wijze volgt dat BRHP en CPHQ koordenvierhoeken zijn.

Punt H ligt op de omgeschreven cirkels van driehoeken ARQ, BRP en CPQ.
44

[image: image194.wmf]180

AQD

ad

°

Ð=--

 (hoekensom van een driehoek)
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 (hoekensom van een driehoek)
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 (hoekensom van een vierhoek)
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 en dus is 
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De som van de hoeken van een vijfhoek is 
[image: image200.wmf]3180540
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Elke hoek van de regelmatige vijfhoek is 
[image: image201.wmf]108

°



De basishoek van een gele gelijkbenige driehoek is 
[image: image202.wmf]18010872
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De tophoek is dan 
[image: image203.wmf]18027236
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a.
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 (gelijkbenige driehoek)
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 en 
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 (straal cirkel), dus 
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 zijn gelijkbenig
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 (gestrekte hoek)

b.
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Te bewijzen: Er is een cirkel die door 4, B, Cen D gaat.

Bewijs: Trek hulplijn BD.
ZBCD =90° = C op cirkel met middellijn BD. (Thales)
ZBAD =90° = A4 op cirkel met middellijn BD. (Thales)
Er is precies één cirkel met middellijn BD.
De cirkel met middellijn BD gaat door 4, B, Cen D.

40a
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PM is gemeenschappelijk
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=

 (straal)
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 (raaklijn)
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a.
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b.
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1. 
[image: image222.wmf]90
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 (hoogtelijnen)

2. 
[image: image223.wmf]A

Ð

 is gemeenschappelijk


3. 
[image: image224.wmf]AFCAEB
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 (hh) en dus is 
[image: image225.wmf]ACFABE
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4. Vierhoek ABDE is een koordenvierhoek want D en E liggen op een cirkel met

    middellijn AB (2x Thales). Hieruit volgt 
[image: image226.wmf]ADEABE
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 (constante hoek).

5. Vierhoek AFDC is een koordenvierhoek want F en D liggen op een cirkel met

    middellijn AC (2x Thales). Hieruit volgt 
[image: image227.wmf]ADFACF
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 (constante hoek).

6. Uit 3, 4 en 5 volgt nu 
[image: image228.wmf]ADEABEACFADF
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: dus is hoogtelijn AD de

    bissectrice van 
[image: image229.wmf]EDF
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.
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In 
[image: image230.wmf]ABM

V

 is 
[image: image231.wmf]A
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 gemeenschappelijk en is de verhouding van de zijden
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 (U is het midden van AM) en ook 
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 (P is het midden van AB): 
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 (zhz)
Hieruit volgt 
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 ofwel 
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Zo ook kun je bewijzen dat 
[image: image237.wmf]1
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. Dus is 
[image: image238.wmf]PUPV
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. En dat geldt op dezelfde manier voor de andere zijden.
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a.
l maakt een hoek van 90° met AM. (raaklijn en straal)
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 (
[image: image241.wmf]ABM

V

 is een gelijkbenige driehoek)
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 (hoekensom van een driehoek)

b.
De hoek tussen een raaklijn en een koorde is gelijk aan een willekeurige omtrekshoek op die koorde.
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a.
als 
[image: image243.wmf]CAD
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 dan is 
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 (hoekensom 
[image: image245.wmf]ABC
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).
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 (hoekensom 
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) en 
[image: image248.wmf]90
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 (hoekensom 
[image: image249.wmf]ACD

V

). Dus 
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Uit de gelijkvormigheid volgt 
[image: image251.wmf]ADCD
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, ofwel 
[image: image252.wmf]2
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c./d.
Leuk bedacht, maar niet te verzinnen!
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a.
AB is gemeenschappelijk


[image: image253.wmf]CBABAR
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 (Z-hoek omdat BC // QR)
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 en 
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  (Z-hoeken), dus 
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Het bewijs voor de andere driehoeken gaat op analoge wijze.

b.
omdat PQ // AB, PR // AC en QR // BC, zijn de vierhoeken ABPC, BCQA, CARB parallellogrammen. De diagonalen van een parallellogram delen elkaar middendoor. Daardoor zijn de zwaartelijnen van driehoek PQR ook de zwaartelijnen van driehoek ABC. En die gaan alle door Z.
c.
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 en 
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d.
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 (zwaartelijnen van de driehoeken) en 
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 (Z-hoek)
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f.
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 (Z ligt op zwaartelijn CD)
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 (volgt uit gelijkvormigheid opgave e)
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CZMCZH

, dus H, Z en M liggen op één lijn.
g.

[image: image269.wmf]V:V
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 en de factor is 2.
Test jezelf
T-1
1. 
[image: image270.wmf]AB
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 (gegeven)

2. 
[image: image271.wmf]AFCBFE
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 (overstaande hoeken)


3. 
[image: image272.wmf]ACFBEF
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 (hoekensom van een driehoek)


4. 
[image: image273.wmf]ACFGCD
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 en 
[image: image274.wmf]BEFHED
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 (overstaande hoeken)


5. 
[image: image275.wmf]GCDHED
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 (volgt uit 3 en 4)
T-2
1. 
[image: image276.wmf]BACA
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 (gelijkbenige driehoek)

2. 
[image: image277.wmf]BADCAE
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 (tophoek en 
[image: image278.wmf]CAD
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)
3. 
[image: image279.wmf]ADAE
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 (gelijkbenige driehoek)

4. 
[image: image280.wmf]BADCAE
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 (ZHZ, volgt uit 1, 2 en 3)

5. 
[image: image281.wmf]BDCE
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 (volgt uit 4)
T-3
De bissectrices snijden elkaar in punt S

1. S ligt op de bissectrice van 
[image: image282.wmf]:(,)(,)
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2. S ligt op de bissectrice van 
[image: image283.wmf]:(,)(,)
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3. Uit 1 en 2 volgt dat 
[image: image284.wmf](,)(,)
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 en dus ligt S op n.
T-4
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De zwaartelijnen van een driehoek snijden elkaar door in de verhouding 1:2


Dus 
[image: image287.wmf]2
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T-5
1. 
[image: image288.wmf]ABCBCD
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 (Z-hoeken)

2. 
[image: image289.wmf]AMCBMD
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(omtrekshoek en 1)


3. 
[image: image290.wmf]()()

bgACbgBD

=

 en dus ook 
[image: image291.wmf]ACBD
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 (boog en koorde) 
T-6
1. 
[image: image292.wmf]90
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o

, dus S ligt op een cirkel met middellijn AC (en middelpunt P)

    (Thales)


2. 
[image: image293.wmf]PAPS
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, dus 
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 (gelijkbenige driehoek)


3. 
[image: image295.wmf]PSABSQ
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 (overstaande hoeken)


4. 
[image: image296.wmf]ACDABD
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 (constante hoek)


5. 
[image: image297.wmf]ACSSBQ
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 (hh), dus is 
[image: image298.wmf]90
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T-7
1. 
[image: image299.wmf]YAXYBX
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 (constante hoek)
2. 
[image: image300.wmf]12

YAXPAP
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 en 
[image: image301.wmf]12

YBXQBQ
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 (overstaande hoeken)
3. dan zijn de middelpuntshoeken op P1P2 en Q1Q2 ook even groot (omtrekshoek)
4. en dan zijn P1P2 en Q1Q2 ook even groot (boog en koorde)
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