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1 Functies en vergelijkingen

Inleiding

Figuur 1

Spinnen maken een web als vangnet voor vliegende en springende prooien, zoals vliegen en muggen.
Een web bestaat uit draden in een vast patroon. Op de foto zijn enkele hoofddraden gespannen vanuit
het centrum van het web naar punten waaraan het web is opgehangen. Deze worden onderling ver-
bonden met een draad spinsels die als het ware een spiraal vormen. De draden zijn licht en stevig en
zijn soms zelfs sterker dan staaldraden van dezelfde dikte. Dit komt door de sterke samenhang tussen
de verschillende eiwitten waaruit het spinsel is opgebouwd. De draden zijn bedekt met kleefdruppels
zodat de gevangen insecten in het web blijven zitten, maar de spin tussen de druppels door vrij kan
lopen. Zodra een insect in het web is gevangen, gaat de spin erop af en pakt het insect verder in met
draden, zodat het niet meer kan ontsnappen. Op een later moment eet de spin zijn vangst op.

Verkennen

Opgave V1

Een spin kan genoeg insecten verzamelen om te overleven als de ‘opperviakte’ van het web groter
is dan 70 dm?. Een onderzoeker wil weten hoe groot de ‘diameter’ van het web dan is. Hij doet alsof
het web een cirkelschijf is en gebruikt de oppervlakteformule daarvoor:

0(d) = ymd?
Hierin is d de diagonaal in decimeter en O(d) de oppervilakte in dm?.

Bereken algebraisch de diameter van een web waarmee een spin kan overleven.
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Theorie

Om te onthouden

Lineaire functies

y
Bekijk de applet.
y=ax +b
Als y een lineaire functie is van x, dan heeft de bijbehorende for-
mule de vorm y = a - x + b met: //
« ahethellingsgetal of de richtingscoéfficiént, waarmee wordt /

aangegeven hoe steil de lijn is. /a
__1__4

» b het begingetal, de y-codrdinaat van het snijpunt van de lijn

met de y-as. /b

\

Als a > 0, dan is de grafiek van de lineaire functie stijgend.
Als a = 0, dan is de grafiek van de lineaire functie horizontaal. 0) 1 X
Als a < 0, dan is de grafiek van de lineaire functie dalend.

Als b = 0 gaat de lijn door de oorsprong van het assenstelsel. De for-
mule heeft dan de vorm y = a- x. In dat geval is y recht evenredig Figuur 2
met x.

Lineaire functie opstellen
De formule van een lijn door twee gegeven punten A(x 4,V 4) €n B(xg,y ) stel je zo op:

Ay _VyB—Va

« De richtingscoéfficiént is a = z X=X 4"

+ Na het berekenen van a wordt de formule y =a-x + b.
« Om b te berekenen vul je van A of van B de codrdinaten in.
Snijpunten van lineaire functies

Om het snijpunt S van twee lineaire functies I en m te vinden, stel je de functiewaarden aan elkaar

gelijk en los je de vergelijking op voor x.

Dergelijke vergelijkingen kun je systematisch oplossen door:

« de terugrekenmethode, waarbij je rekenkundige bewerkingen ongedaan maakt door tegenover-
gestelde bewerkingen toe te passen (optellen/aftrekken, enzovoort);

« de balansmethode, waarbij je aan beide zijden van het ‘isgelijkteken’ een getal optelt of aftrekt,
of met een getal vermenigvuldigt of erdoor deelt.

De y-coordinaat van het snijpunt bereken je dan eenvoudig door de gevonden waarde van x in [ of
m in te vullen.
Bij een ongelijkheid kijk je vervolgens naar de grafieken van I en m om de oplossing te kunnen aflezen.
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Opgave 1

Gegeven is de lineaire functie: f(x) = 2x + 3.

Bereken de codrdinaten van het snijpunt A met de x-as en het snijpunt B met de y-as.

De grafiek van f wordt gespiegeld in de x-as en zo ontstaat de grafiek van functie g.
Bepaal het functievoorschrift van g.

De grafiek van f wordt gespiegeld in de y-as en zo ontstaat de grafiek van functie h.

Bepaal het functievoorschrift van h.

Opgave 2
Bekijk de tabel.

X -4 0 2 a
y =2 1 2,5 8,5
Tabel 1

Laat zien, dat er van een lineair verband tussen x en y sprake is.
Stel een bijpassende formule op.

Bereken a.

Opgave 3

Bepaal het functievoorschrift van de lijn I door de punten (-3,7) en (5,-9).

Opgave 4

Los de vergelijkingen algebraisch op.
3x-7=-x+10

ERREECR)
1-(x=-3)=2@Bx-=-7)

5(x —2) =243

Opgave 5
Los exact op.
X >2x+3

1 1 1 3
§X_§(X_4)EZX+1Z
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Theorie

Om te onthouden
Stelsels vergelijkingen

Bij het oplossen van een stelsel van twee vergelijkingen met twee onbekenden zoek je naar de
shijpunten van twee bijpassende grafieken.
Dat kun je doen door gelijkstellen.

Als één of beide lineaire verbanden niet in de vorm y = ax + b staan geschreven, maar in de vorm
px + qy = r is het handiger en sneller om één van de volgende methodes toe te passen:

« substitutie: je drukt bij één van beide vergelijkingen de ene variabele in de andere uit (of dat is al
het geval) en je vervangt dan in de andere vergelijking die variabele door de gevonden uitdrukking.

- eliminatie: je trekt de linkerzijden en de rechterzijden van beide vergelijkingen van elkaar af (of
telt ze bij elkaar op), zodat één van beide variabelen wegvalt. Daarvoor moeten de factoren véér
de variabele die je wilt elimineren gelijk (of tegengesteld) zijn. Is dat niet het geval, dan moeten
één of beide vergelijkingen eerst zodanig met een factor worden vermenigvuldigd zodat dit wel
het geval is.

Als een stelsel geen oplossingen heeft, dan heet het stelsel strijdig. Dit is het geval als de vergelij-
kingen uit het stelsel evenwijdige lijnen beschrijven.

Als een stelsel oneindig veel oplossingen heeft, dan heet het stelsel afhankelijk. Dit is het geval als
de vergelijkingen uit het stelsel dezelfde lijn beschrijven.

Stelsels met meer dan twee onbekenden kun je met deze zelfde technieken herleiden tot bijvoorbeeld
lineaire vergelijkingen.

Formules combineren

Je kunt soms ook twee (lineaire) formules met drie variabelen met behulp van substitutie combineren
tot één formule en twee variabelen.

Bijvoorbeeld kun je de formules 2z = 3x —4y en z = 2x + 1 combineren tot één formule van de vorm
y = ax + b. Je substitueert dan z = 2x + 1 in de andere formule:
2(2x+1)=3x—4y geeft y =-0,25x - 0,5.
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Opgave 6

Los de stelsels met vergelijkingen op.

6x+3y = 2 c 3x-2y = -4
2x+2y = 6 2x -4y = 1
-x—4y = 1 d xX+2y = 6

y = -2x+5 2x+4y = 10
Opgave 7

Gegeven zijn de formules: R =2p+3q+20eng=2p -3
Druk R uitin p.
Gegeven zijn de formules: K =-2t —-5v+22ent=-v-3
Druk K uitin v.

Opgave 8
Gegeven is een kwadratische functie die door de punten P(0,1), Q(2,4) en R(4,9) gaat.

Gebruik de vergelijking y = ax? + bx + ¢ vul de gegeven codrdinaten van de punten in en stel een
stelsel met vergelijkingen op waarmee je het functievoorschrift van de kwadratische functie kunt
bepalen.

Opgave 9: Broze botten

In de tabel is te zien hoe de gemiddelde botdichtheid van vrouwen afneemt wanneer zij ouder worden.

leeftijd I 25 35 45 55 65 75 85

gemiddelde botdichtheid GB 960 950 940 900 800 750 700

Tabel 2

Vanaf de leeftijd van 60 jaar is er een lineair verband tussen de gemiddelde botdichtheid en de leeftijd.
Dit lineaire verband kan worden weergegeven door de formule:

GB=a-l+b

Hierin is GB de gemiddelde botdichtheid van vrouwen en is [ de leeftijd in jaar.

Bereken a en b.

Volgens de tabel zou er nog een periode in het leven van vrouwen kunnen zijn waarbij er een lineair
verband is tussen de gemiddelde botdichtheid en de leeftijd.

Welke periode zou dat zijn?

naar: examen havo wiskunde B in 2007, tweede tijdvak
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Theorie

Om te onthouden

Kwadratische functies

Bekijk de applet.

Een kwadratische functie heeft een parabool als grafiek. De
waarde van a, met a # 0, bepaalt de breedte van de parabool en of
de parabool een dalparabool is (bij a > 0) of een bergparabool
(bij a < 0). De formule ziet er zo uit

. f(x)=ax2+bx+c

De parabool gaat door (0,c) en x = - % is de symmetrieas.

« f)=ax-p)+q
De parabool heeft als top (p,q) en de symmetrieas is x = p.
¢ f(X¥)=alkx—-m)(x—n)

m+n
2

De grafiek gaat door (m,0) en (n,0), de symmetrieas is x =

Deze drie schrijfwijzen kunnen naar elkaar worden herleid door mid-
del van haakjes wegwerken, ontbinden in factoren en kwa-
draat afsplitsen.

Figuur 3
Kwadratische vergelijkingen en ongelijkheden
Om de snijpunten van kwadratische functies te vinden stel je de functies aan elkaar gelijk en los je de
vergelijking voor x op.
Vergelijkingen kun je systematisch oplossen door herleiden. Gebruik daarbij algebraische methoden,
zoals:

- de balansmethode, waarbij je aan beide zijden van het isgelijkteken een getal optelt, aftrekt,
vermenigvuldigt of erdoor deelt (behalve door 0);

« ontbinden in factoren, waarna je gebruikmaakt van het feit dat een vergelijking van de vorm
a-b = 0 gelijkwaardigismeta=0Vv b =0;

. kwadraat afsplitsen, waarbij je een kwadratische vergelijking van de vorm ax2 + bx + ¢ = d
herleidt naar de vorm a(x — p)2 + q = d en de ontstane vergelijking vervolgens oplost door terug-
rekenen.

Als deze methodes niet werken of te veel werk opleveren, kun je de abc-formule gebruiken om een
kwadratische vergelijking van de vorm ax? + bx + ¢ = 0 op te lossen. De oplossingen zijn:

— -b+\{b%—4ac -b—\{b%—4ac

% 2a W= 2a

De uitdrukking D = b2 — 4ac die onder het wortelteken staat, heet de discriminant van de kwadra-
tische vergelijking:

e bij D > 0 zijn er twee oplossingen.

« bij D =0 is er één oplossing (twee dezelfde).

e bij D < 0 zijn er geen oplossingen.

Bij het oplossen van een kwadratische ongelijkheid los je eerst de vergelijking op en vervolgens lees
je het antwoord van de ongelijkheid uit de grafiek af.
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Opgave 10

Gegeven is de kwadratische functie: g met g(x) = - %(x +3)(x —1).

Welke karakteristieken van de grafiek van g kun je uit de vorm van het functievoorschrift aflezen?
Schrijf het functievoorschrift in de vorm g(x) = ax? +bx +c.
Noteer het functievoorschrift van g in de vorm g(x) = a(x — p)2 +q.

Teken de grafiek van g. Gebruik daarvoor de karakteristieken die je uit de verschillende vormen van
g hebt gehaald.

Opgave 11

Gegeven is de vergelijking: 2(x — 4)2 =32
Los de vergelijking op met een rekenschema.
Los de vergelijking op met de balansmethode.

Waarom is het niet handig om eerst de haakjes weg te werken?

Opgave 12

Los algebraisch op.

225-x2=0 d x2=71x
2x(x—3)=8 e 4x2 <4x

5x% =16x -3 f 2x2+4x>16
Opgave 13

De grafiek van de kwadratische functie f gaat door de punten A(2,-3), B(10,-3) en C(0,15).
Stel het functievoorschrift van f op.

Opgave 14
Een golfbal maakt bij benadering een parabolische beweging.

Bereken hoe ver een golfer slaat wanneer de bal op een afstand van 40 meter een maximale hoogte
van 8 meter bereikt.

De positie van elk punt van de baan van de bal gerekend vanuit het afslagpunt (0,0) is (x,h).

Bepaal het functievoorschrift van h in de vorm h(x) = a(x — p)2 +q.
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Theorie

Om te onthouden
Functies met een parameter

Als een functie y = f(x) nog een extra variabele heeft, dan heet die variabele een parameter. Voor
elke waarde van die parameter is de functie verschillend en de bijbehorende grafiek dus ook.

Als van een functie met een parameter bepaalde karakteristieken (top, snijpunten met de x-as en
dergelijke) zijn gegeven, dan kun je, bijvoorbeeld met behulp van de discriminant, berekenen wat de
waarde van de parameter is.

Bekijk de applet.

Bekijk de parabool met de bijbehorende formule y = 2x% + 3x + 4
en een rechte lijn met formule y = 2x + p. De waarde voor p kun je
nog aanpassen. Je hebt dan met een serie lijnen te maken.

Veel lijnen uit deze serie hebben twee punten met de parabool ge-
meen. Maar er is ook een lijn uit de serie die precies één punt met
parabool gemeen heeft. Die lijn is een raaklijn aan de parabool. Je
kunt berekenen welke waarde van p die lijn heeft.

y =2x%+3x + 4
Heb je te maken met een raaklijn aan de parabool, dan moet de 2

vergelijking 2x2 + 3x + 4 = 2x + p precies één oplossing hebben. /
Op 0 herleiden geeft: 2x%2 + x +4—p = 0. /
0

Leesaf:a=2,b=1enc=4—-p. =77 s
Eén oplossing betekent: D = 12-4.2.(4- p) = 0. //_1_ O

Hieruit volgt: p = 3,875.

Je kunt nu ook het punt berekenen dat de raaklijn en de parabool Figuur 4
gemeen hebben. Dit noem je het raakpunt.
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Opgave 15

Gegeven is de functie: f(x) = x2 + kx + 10
Hierin is k een nog onbekende constante.

Voor welke waarde van k gaat de grafiek van f door het punt (2,10)?
Voor welke waarde(n) van k ligt de top van de parabool op de y-as?

Voor welke k ligt de top van de parabool op de x-as?

Opgave 16

Voor welke waarden van a ligt de top van de parabool f(x) = ax? +2x +3 op delijnl:y =2x +4?

Opgave 17

Voor welke waarden van p raakt de lijn met formule y = px — 1 de parabool met formule y = px2?

Opgave 18: Paraboolvormig kunstwerk

In het kunstwerk in de figuur komen twee buizen voor. Je
kunt daarin delen van een bergparabool en een dalpara-
bool herkennen.

De top T van de bergparabool is 13,0 meter boven de
grondlijn, die door de uiteinden A en B van het kunstwerk
gaat. De afstand AB is 38,5 meter. In de figuur is het ge-
deelte van de bergparabool in een assenstelsel getekend.
De punten A en B liggen op de x-as, T ligt op de y-as.
Het gedeelte van de bergparabool in de figuur kan wor-
den beschreven met een functievoorschrift van de vorm:
h(x) =ax? +c¢

Hierin zijn x en h(x) gegeven in meter en is h(x) = 0.

Berekend kan worden dat a = -0,0351 en ¢ = 13,0.

Figuur 5

Toon dit aan.

bron: examen havo wiskunde B in 2006, tweede tijdvak
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Verwerken

Opgave 19: Lijn en parabool

Hiernaast zijn in een assenstelsel twee lijnen en een parabool gete- y g
kend.
Eén van de lijnen is de grafiek van de functie f(x) =2x —12. f

De parabool is de grafiek van de functie g(x) = x2 — 6x.
Deze lijn en de parabool snijden elkaar in de punten A en B.

Bereken de lengte van het lijnstuk AB.

Door de grafiek van f omlaag te schuiven krijg je de lijn y = 2x+p die
twee andere snijpunten dan A en B met de parabool heeft. Wanneer

deze lijn verder omlaag schuift, zal deze op een gegeven moment 0 A %
nog maar één punt met de parabool gemeenschappelijk hebben (zie
figuur). In die situatie is deze lijn een raaklijn aan de parabool.
Bereken voor welke waarde van p dit het geval is.
naar: examen havo wiskunde B in 2006, eerste tijdvak
B
Figuur 6

Opgave 20: Twee parabolen

De functie f is gegeven door f(x) = x% — 6x.
De grafiek van f snijdt de x-as in de oorsprong en in het punt A. De grafiek van de functie g raakt de
x-as in A en gaat door de top T van de grafiek van f. Bekijk de figuur.

y pd

() AN

g

4

Figuur 7

De grafiek van g is een parabool.

Bepaal op exacte wijze een functievoorschrift voor g.

bron: pilotexamen havo wiskunde B in 2016, tweede tijdvak
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Opgave 21: Hangar

Door constructies in de vorm van een bergparabool te gebruiken, kunnen grote gebouwen zonder
inwendige steunpilaren worden gebouwd. Deze manier van bouwen werd begin vorige eeuw veel
gebruikt voor de bouw van hangars, dat zijn loodsen voor bijvoorbeeld vliegtuigen. Bekijk figuur 8.

Figuur 8

De hangar in de figuur 8 is 175 meter lang. De opening B
in het vooraanzicht van de hangar heeft de vorm van

een parabool. In figuur 9 zie je deze parabool in een

assenstelsel waarvan de x-as op de grond gekozen is

en de y-as door de top gaat.

Voor de codérdinaten van de punten van deze parabool
geldt bij benadering de volgende formule:
y =-0,0306x2 + 56,6

Hierbij zijn x en y in meter. Op de grond is de breedte
van de opening van de hangar ongeveer 86,0 meter. 0 >

Laat met behulp van een berekening zien dat ook uit de Figuur 9

formule volgt dat deze breedte ongeveer 86,0 meter is.

De inhoud van de hangar op de foto kan worden bere- ¥y
kend met behulp van de formule:

inhoud = oppervlakte opening x lengte hangar

Voor de oppervlakte van het vlakdeel dat in figuur 10
door de parabool en de x-as wordt ingesloten geldt dat
deze gelijk is aan twee derde deel van de oppervlakte
van de rechthoek die hier precies omheen past.

Bereken de inhoud van de hangar met behulp van de ge-
geven formule. Geef je antwoord in duizenden m3 nauw-
keurig. 0 x

De hangar in de figuur 8 is zo groot dat zelfs een Boei- Figuur 10

ng 747, lange tijd het grootste passagiersvliegtuig ter

wereld, er met gemak in past. In 2012 was de Airbus A380 het grootste passagiersvliegtuig ter we-
reld. De lengte van de Airbus A380 is 72,8 meter. De maximale breedte van het ene vleugeluiteinde
naar het andere vleugeluiteinde van de Airbus A380 is 79,8 meter. De hoogte boven de grond van de
vleugeluiteinden is 11,0 meter.

Onderzoek of de Airbus A380 in de lengterichting in de hangar past.

naar: examen havo wiskunde B in 2015, eerste tijdvak
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Opgave 22: Steeds meer viees

In de figuur wordt voor de periode 1960-1996 zowel de graanproductie als de vleesproductie per hoofd
van de wereldbevolking weergegeven. Hiervoor worden twee verticale assen gebruikt. De ronde stip-
pen in de grafiek geven de jaarlijkse graanproductie G per hoofd van de wereldbevolking in kilogram
aan. Het verloop ervan wordt benaderd door een parabool. De driehoekjes geven de jaarlijkse vilees-
productie V per hoofd van de wereldbevolking in kilogram aan. Het verloop ervan wordt benaderd
door een rechte lijn (stippellijn).

) . 380 38
productie graan . U
per hoofd van de L . R * . 4 | ~“productie vlees
wereldbevolking . . #~7 perhoofd van de
(in kg) 3601 ‘{1 |, wereldbevolking
T i 7 ol 2™ 34 (inkg)
. ¢ . ’,K‘ . h T
3404 L, \
‘"1 A .
i . . ’(‘}" --30
320+ S it
. ‘A,‘Ei,‘ |
- A ‘/
300 Z st =8
. "“ |
280T""""I""""'I”"'"‘l""'22'—H
1960 1970 1980 1990 2000
—_— f
Figuur 11

De parabool in de figuur kan worden beschreven met de formule G = -0,125t2 + 6,33t + 279. Hierin is
G de wereldgraanproductie per jaar in kilogram per hoofd van de wereldbevolking en t de tijd in jaar
met t = 0 in het jaar 1960. Volgens de formule heeft G een maximum. Zoals in de figuur is te zien, is
dit maximum niet gelijk aan het werkelijke maximum van de jaarlijkse graanproductie per hoofd van
de bevolking.

Bereken de maximale waarde van G volgens de formule en bepaal met behulp van de figuur het
verschil tussen dit berekende maximum en de hoogste werkelijke jaarlijkse graanproductie per jaar
per hoofd van de bevolking.

Gebruik nu voor de periode 1990-2050 een andere schatting van de voedselsituatie, die uitgaat van
een iets andere formule voor de vleesproductie V in kilogram per hoofd van de wereldbevolking. Deze
formule wordt gegeven door: V * = 0,25t + 25

De tijd t in jaar wordt gerekend vanaf het jaar 1960. Volgens deze formule neemt de vleesproductie
steeds verder toe. Dat is alleen mogelijk als men op aarde meer graan gaat gebruiken om aan het
vee te voeren, waardoor er minder graan beschikbaar is voor voeding van de mens. Om 1 kilogram
vlees te kunnen produceren is ongeveer 4 kilogram graan nodig.

Toon met de gegeven formules voor G en V * aan dat er in het jaar 2000 per hoofd van de wereldbe-
volking ongeveer 192 kilogram graan over was voor voeding van de mens.

bron: examen havo wiskunde B in 2008, eerste tijdvak
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2 Machtsfuncties en differentiéren

Inleiding

Figuur 1

Tornado’s komen overal ter wereld voor. Ook in Nederland. Alleen halen ze de voorpagina’s van de
krant niet, omdat ze relatief zwak zijn. Krachtige tornado’s die voorkomen in Amerika en Aziég, zijn we-
reldnieuws. In Nederland komen zo’'n 35 tornado’s per jaar voor. De tornado van 1 augustus 1674 was
een zeer krachtige tornado. Deze tornado zorgde ervoor dat de Domtoren in Utrecht werd gescheiden
van de rest van de kerk.

Om de kracht van tornado’s te kunnen vergelijken, heeft Ted Fujita de fujita-schaal opgesteld. Deze
schaal is afhankelijk van de optredende windsnelheid in de tornado.
De formule bij deze schaal is:

2
F=(53)" -2
Hierin is v de windsnelheid in meter per seconde (m/s). Fujita gebruikte zes klassen, de klassen 0
tot en met 5. Een tornado met een waarde van 0 veroorzaakt lichte schade en een tornado van 5 is
verwoestend voor het gebied waar hij doorheen- en voorbijraast.

Verkennen

Opgave V1

Twee tornado’s worden met elkaar vergeleken. De eerste tornado heeft een waarde van 3,2 op de
fujita-schaal. Daarnaast is bekend dat de windsnelheid v van de tweede tornado 1,4 keer zo snel is als
die van de eerste tornado. Bereken algebraisch de waarde op de fujita-schaal van de tweede tornado.
Rond af op één decimaal.

HAVO B PAGINA 15
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Theorie

Om te onthouden

Recht evenredig en omgekeerd evenredig

y / y
/
y=1,5-x
/
/ 1
o| 1 X
1 /£
a=1,5
X
/
Figuur 2

y is recht evenredig met x als er een constante ¢ bestaat waarvoor geldt y = ¢ - x voor elke waarde
van x en y.

Dit betekent dat bij elke vermenigvuldiging van x met factor a ook de waarde van y met a wordt
vermenigvuldigd.

De grafiek van een evenredig verband gaat altijd door de oorsprong.

y is omgekeerd evenredig met x als er een constante ¢ bestaat waarvoor geldt y = % voor elke

waarde van x en y.
Dit betekent dat bij elke vermenigvuldiging van x met factor a ook de waarde van y met % wordt

vermenigvuldigd, ofwel a keer zo klein wordt.
De grafiek van een omgekeerd evenredig verband heeft de x-as als horizontale asymptoot en de y-as
als verticale asymptoot.

In beide gevallen heet ¢ de evenredigheidsconstante. Als een punt van de grafiek is gegeven, kun
je ¢ berekenen.

Recht en omgekeerd evenredig met een macht

Als is gegeven dat y recht evenredig is met een macht p van x, dan geldt: y = ¢ - xP.
Als is gegeven dat y omgekeerd evenredig is met een macht p van x, dan geldt: y = Xip.

Als je nu de evenredigheidsconstante ¢ en de exponent p wilt berekenen moet je twee gegevens
gebruiken, bijvoorbeeld twee punten op de grafiek.
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Opgave 1

In welke van de volgende situaties is y recht evenredig of omgekeerd met x? Stel in dat geval een
passende formule op.

De grafiek van y afhankelijk van x is een rechte lijn door de punten (4,12) en (12,39).
De grafiek van y afhankelijk van x is een rechte lijn door de punten (10,-6) en (15,-9).

De bijbehorende formule heeft de vorm x - y = ¢ en gaat door het punt (10,3).

Opgave 2

Bij welke situatie is er sprake van recht evenredigheid, omgekeerd evenredigheid of geen van beide?
De kosten van een monteur die € 25,00 per uur en € 10,00 voorrijkosten rekent.

Het brandstofverbruik als een auto constant 1 op 12 rijdt.

Het aantal snoepjes per persoon, wanneer je een grote zak snoep eerlijk deelt.

De hoogte van je cijfer in relatie tot het aantal fouten dat je in een toets maakt.

Opgave 3
f en g zijn functies van x en de grafieken van f en g gaan beide door het punt (3,2).
f is recht evenredig met x3. Geef de formule van f als functie van x.

g is omgekeerd even redig met x2.
Geef de formule voor g als functie van x.

Teken de grafieken van f en g in één figuur. Toon door berekening aan, dat (3,2) hun enige snijpunt
is.
Opgave 4

De grafiek van een omgekeerd evenredig verband tussen xP en y gaat door de punten (2,9) en (3,4).
Stel een bijpassende formule op.

Opgave 5: Toiletpapier
Toiletpapier zit vaak op een rol. In deze opgave wordt een wiskun- 4 cm

dig model van een rol toiletpapier bekeken. In dit model is een rol m
toiletpapier een perfecte cilinder waaruit in het midden een cilin- @

der is weggelaten. In de figuur is een volle rol toiletpapier inclusief \"__,'/
afmetingen weergegeven.

. . 10 em
Het volume aan overgebleven toiletpapier op de rol hangt af van

2
de diameter van de rol volgens de formule: V = 5”2d —401.

-

I

|

I

|

|

I
=

s
| ~

-

Het aantal velletjes toiletpapier n dat nog op de rol zit, is evenre- - S

dig met het volume V. !‘_’_‘/

Als van het toiletpapier uit de figuur de helft nog over is, is de
diameter van de rol niet gehalveerd.

|
|
|
|
|
'L“-..
|
J

L

12 ecm

.. . . . Figuur 3
Bereken op algebraische wijze de diameter van de toiletrol vol-

gens het model als de helft van het toiletpapier op de rol zit. Rond je antwoord af op een geheel aantal
millimeters.

Op een volle rol als in de figuur zitten 500 velletjes. Hieruit volgt het volgende verband tussen het
aantal velletjes toiletpapier n en de diameter d:

125d2-2000

n= 32

Toon de juistheid van deze formule aan.

naar: pilotexamen havo wiskunde B in 2011, eerste tijdvak
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Theorie

Om te onthouden
Machtsfuncties en transformaties

Een functie van de vorm f(x) = a(b(x — ¢))P + d waarbij p, a, b, ¢ en d willekeurige getallen zijn,
heet een machtsfunctie. Bij verschillende waarden van p horen verschillende soorten grafieken met
verschillende karakteristieke eigenschappen. Hun grafieken ontstaan uit die van de standaardfunctie
y = xP, door de transformaties:

« vermenigvuldiging met a ten opzichte van de x-as;

« vermenigvuldiging met % ten opzichte van de y-as;

« translatie (verschuiving) met c ten opzichte van de y-as;
« translatie met d ten opzichte van de x-as.

Voor het werken met machten gebruik je de volgende

eigenschappen van machten en exponenten

1

1
a

x0 =1 X ~a Mits x # 0

a
xa+b — ya . yb xa-b _ % mits x # 0 (Xa)b = xab

Vergelijkingen met machtsfuncties

Bij het oplossen van vergelijkingen met machtsfuncties is het van belang om rekening te houden
met de grafiek ervan. De grafiek bepaalt namelijk het aantal oplossingen van de vergelijking xP = ¢,
waarbij ¢ een constante is.

H
T=

Als p een even geheel getal is, dan is de oplossing: x =-%c=-cP vx=Rc=c
1
Als p geen even geheel getal is, dan is de oplossing: x =cP.

Hogeremachtsvergelijkingen los je op door:

» Eerst de macht te isoleren.
« Beide zijden van het isgelijkteken de omgekeerde macht te nemen.

w Bij een ongelijkheid los je eerst de bijpassende vergelijking op en daarmee bepaal je met behulp
van een grafiek de oplossing.
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Opgave 6

Gegeven is de functie: f(x) =-32x — 1)4 + 6.

Hoe ontstaat door transformaties de grafiek van f uit die van y = x

Geef de codrdinaten van de top of het punt van symmetrie van de grafiek van f.

Geef het domein en bereik van f.

Los exact op f(x) = 0.

Opgave 7

Gegeven is de functie: g(x) = 2(-x + 4)5 - 3.

Hoe ontstaat door transformaties de grafiek van g uit die van y = x5?

Geef de codrdinaten van de top of het punt van symmetrie van de grafiek van g.

Geef het domein en bereik van g.

Los exact op g(x) = 0.

Opgave 8

Bekijk de grafiek van f die door translaties en een vermenigvuldiging ten
opzichte van de x-as kan ontstaan uit de grafiek van y = x

Stel het functievoorschrift op van f.

Bereken algebraisch de afstand tussen beide snijpunten met de x-as in
twee decimalen nauwkeurig.

Opgave 9
Los exact op.
88 +4x3 =12
4
(3x+5) =81

7

X =X

2x% +6x2=0

Opgave 10
Los exact op.

2x3 =12

4

x% - x=-5x%

y

Figuur 4
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Theorie

Om te onthouden

Verandering, differentiequotiént en differentiaalquotiént

Van elke grafiek kun je het verloop weergeven in een toename- y /
diagram. Dat is een diagram waarbij een bepaalde stapgrootte

h de verandering van de y-waarde, Ay, wordt uitgedrukt in een /
staafje. / !

Voor het maken van een toenamediagram met stapgrootte h is het o 1 X
handig om eerst een tabel te maken van x, y, en Ay. De grafische

rekenmachine kan wel een toenametabel maken, maar geen toe- y

namediagram.

Voerin: y; = f(x) en yp =y (x) — y1(x —h).

Het is ook mogelijk om het verloop van een grafiek te schetsen als
alleen een toenamediagram en één enkel punt van de grafiek zijn 0 I
gegeven. Maak dan eerst een tabel.

-

-9
x

Het differentiequotiént van de functie f op het interval [a,b]
is gelijk aan de richtingscoéfficiént van de lijn door A(a,f(a)) en

B(b,f(b)): 3% = LB=L@ fib)=

= fla + h)
Het differentiequotiént is:

» de richtingscoéfficiént van lijn AB;
« de gemiddelde verandering op het interval [a,b].

Het differentiaalquotiént is het differentiequotiént op het inter- k/
_ fi
val [a,a + h] waarbij h naar 0 gaat: (d—y) = w met @)
X=a

dx
h - 0.

o)

Het differentiaalquotiént is: Figuur 5

» de richtingscoéfficiént van de raaklijn aan f voor x = a;
« de helling, de steilheid, van de grafiek in het punt A(a, f (a));
« de afgeleide waarde van f voor x = a.

Differentiéren

Met de afgeleide functie kun je de helling in elk punt van een grafiek berekenen. Met het diffe-
rentiaalquotiént 3_¥ kun je de afgeleide bepalen, maar het is sneller om dit te doen met behulp van
differentiéren. De differentieerregels zijn:

 machtsregel
De afgeleide van f(x) = cx™is f'(x) = ncx™ 1 voor elke ¢ en voor elke n.
« constanteregel
De afgeleide van f(x) =cis f'(x) = 0.
« somregel
Als f(x) = g(x) = h(x), danis f'(x) = g’ (x) £ h"(x).
« kettingregel
De afgeleide van f(ax + b) is a- f'(ax + b).

De extreme waarden treden op als de grafiek van stijgend naar dalend (een maximum) of van dalend
naar stijgend (een minimum) gaat. Vaak is de afgeleide in zo’n punt 0. Dus bereken je de maxima en
de minima door f’(x) = 0 op te lossen en daarna de grafiek van f te bekijken.
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Opgave 11
Bekijk het toenamediagram.
Schets er een mogelijke grafiek bij die door het punt (2,3) gaat.

In welk punt heeft deze grafiek een maximale helling (waarschijn-

lijk)? !

Opgave 12

)
Gegeven is de functie: f(x) = x3 +2x2 -5

. Figuur 6
Bepaal de afgeleide van f.
Bereken de exacte extremen van f.

Stel de vergelijking op van de raaklijn I door het punt P met x, = 1.

Opgave 13

Gegeven is de functie: f(x) =-2(3x — 4)5.

Differentieer f en laat met de afgeleide zien, dat er geen extremen zijn.

In welke punten van f is de raaklijn evenwijdig aan de lijn 1 : y =-30x + 1207
Opgave 14

Bepaal de afgeleide van de functies.

f(x) =3x2(6 - x)

g = (x +5)*

hoo=2(3-3x)"+3

JO) =2x%+ 2x+1)%+7

Opgave 15: Polynoom

@t
x|

De functie f is gegeven door Y
f(x) = (x+1)(x?-16). Bekijk de fi-

guur. Van één van de twee toppen van

de grafiek van f is de x-codrdinaat posi-

tief.

Bereken op algebraische wijze de codrdi-

naten van deze top. O

Bekijk de figuur. Punt P is het snijpunt

van de grafiek van f met de y-as. Punt

Q is het snijpunt van de grafiek van f D
met de positieve x-as. Lijn k gaat door

de punten P en Q.

Stel op algebraische wijze een vergelij-
king op van k.

bron: examen havo wiskunde B in 2011, eerste Figuur 7

tijdvak
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Theorie

Om te onthouden
Wortelfuncties

Functies van de vorm f(x) = a- ¥b(x — ¢) + d heten wortelfuncties als n geheel en positief is.

1
Hun grafieken kunnen ontstaan vanuit de standaardfunctie y = ¥x = x ™ door de bekende transforma-

ties. Zo’'n wortelfunctie is daarom een voorbeeld van een machtsfunctie. Een belangrijke eigenschap
is:

e als nevenis, moet b(x —c) =0 en is het domein [¢c, —);

« als nonevenis, is het domein R.

Vergelijkingen en ongelijkheden met wortels

1
De vergelijking ¥x = p kun je schrijven als x™ = p en heeft dus als oplossing x = p™. Je gebruikt de

omgekeerde macht om zo’n vergelijking op te lossen.
In het algemeen los je vergelijkingen met wortels op door:

» eerst de wortel te isoleren;
« vervolgens beide zijden van het isgelijkteken tot de juiste macht te verheffen om de wortelvorm
kwijt te raken.

Bij ongelijkheden los je eerst de bijbehorende vergelijking op en kijk je daarna naar de grafiek van f
om de oplossing op te kunnen schrijven.

Hellingen bij wortelfuncties

1
n

De afgeleide van f(x) = ¥x vind je door de functie te schrijven als f(x) = x

1
Volgens de machtsregel is dan: f'(x) = % xt

Met de differentieerregels is op deze manier ook de afgeleide van f(x) = a-Y¥b(x — c)+d te berekenen.
Denk daarbij ook om het gebruik van de kettingregel. Bijna altijd is het handig om de afgeleide te
herleiden naar een vorm zonder gebroken en/of negatieve exponenten.
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Opgave 16: Wortelfunctie

De functie f is gegeven door f(x) = Vax —12.

De lijn met vergelijking y = 2x — 5 en de grafiek van f snijden elkaar niet.
Toon dit op algebraische wijze aan.

De functie g is gegeven door g(x) = vx. De grafiek van f ontstaat uit de grafiek van g door twee
transformaties na elkaar toe te passen. Geef aan welke twee transformaties dit kunnen zijn en in
welke volgorde ze moeten worden toegepast.

naar: examen havo wiskunde B in 2012, eerste tijdvak

Opgave 17
Los exact op.
3-2/5-x=-1 c 3-x=VYx-1
63x +12 =54 d {x?2+4=x+1

Opgave 18

Los algebraisch op.
5-2Y3-x=3
2Y3x >2x-12

Opgave 19: Wortel met raaklijn

De functie f is gegeven door f(x) =-3 + v2x + 6. Bekijk de figuur. De grafiek van f snijdt de x-as in
het punt A(l%,O). Verder zijn de punten B(-3,0) en C(- 3, -3) gegeven.

_T

C

Figuur 8

De helling van de grafiek van f in punt A is %

Toon dit langs algebraische weg aan.

De raaklijn in A aan de grafiek van f snijdt de lijn BC in het punt S. Toon aan dat S het midden van
BC is.

bron: examen havo wiskunde B in 2013, tweede tijdvak
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Theorie

Om te onthouden
Gebroken functies

L =+ + d heten gebroken functies als n geheel en positief is.

Functies van de vorm f(x) = a - B=2))

Hun grafieken kunnen ontstaan vanuit de standaardfunctie y = % = x" door de bekende transfor-
maties. Zo'n gebroken functie is daarom een voorbeeld van een machtsfunctie. Belangrijke eigen-

schappen zijn:

« de grafiek heeft een horizontale asymptoot y = d;
« de grafiek heeft een verticale asymptoot x = -c;

x+3

Bijvoorbeeld een lineair gebroken functie als f(x) = Ures i kan worden geschreven als:
1
_ x+3 _2@x¢) 55 1 25 -1
fFO =557 = s Pt =2 ot = 25@x+1)77 405

en is dus een voorbeeld van zo’n gebroken functie.

Vergelijkingen en ongelijkheden met gebroken functies

1
De vergelijking ¥x = p kun je schrijven als x™ = p en heeft dus als oplossing x = p™. Je gebruikt de

omgekeerde macht om zo’n vergelijking op te lossen.
In het algemeen los je vergelijkingen met breukvormen op door:

« eerst de breuken zoveel mogelijk samen te nemen, of te scheiden door het isgelijkteken;
« vervolgens beide zijden van het isgelijkteken te vermenigvuldigen met het product van de noemers
om alle breuken kwijt te raken.

Bij ongelijkheden los je eerst de bijbehorende vergelijking op en kijk je daarna naar de grafiek van f
om de oplossing op te kunnen schrijven.

Hellingen bij gebroken functies
De afgeleide van f(x) = % vind je door de functie te schrijven als f(x) = x ™.
Volgens de machtsregel is dan: f'(x) =-1-x""1,

1
W'Fd te berekenen.
Denk daarbij ook om het gebruik van de kettingregel. Bijna altijd is het handig om de afgeleide te

herleiden naar een vorm zonder gebroken en/of negatieve exponenten.

Met de differentieerregels is op deze manier ook de afgeleide van f(x) = a-
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Opgave 20

Gegeven is de functie f(x) = X5—_06 +10.

Hoe kan de functie f ontstaan uit de standaard machtsfunctie y = %?

Welke asymptoten heeft de grafiek van f?

Geef het domein en bereik van f.

Opgave 21

6x+4

Een lineair gebroken functie f is gegeven door f(x) = <.

Bereken de asymptoten van de grafiek van f en bepaal het domein en bereik van deze functie.

20

Laat zien dat het functievoorschrift ook is te noteren als f(x) =6 — 77

Welke transformaties moet je op de hyperbool y = % toepassen om die van f te krijgen?

Opgave 22

Los exact op.

__ 80 _
(x+10)3

2x-1 _

x—1
3—x
3 _ -2
x+1 7 2x-1
4 _1
5x ~1=x
Opgave 23

Gegeven is de functie f(x) =2 + —2X4+1-

Los op: f(x) = 4.
Stel de vergelijking van de raaklijn [ op door het punt P met xp = 2.

In welke punten van de grafiek van f is de helling gelijk aan -2?

Opgave 24: Derdegraadsfunctie en gebroken functie

1

De functies f en g zijn gegeven door f(x) =-x3 +4x en g(x) =1 — @
ax

Voor elke waarde van a snijden de grafieken van f en g elkaar in de oorsprong. Er is een waarde van
a zodat in de oorsprong de raaklijnen aan de grafieken van f en g loodrecht op elkaar staan.

Bereken exact deze waarde van a.

bron: pilotexamen havo wiskunde B in 2013, eerste tijdvak

PAGINA 25



<)

Verwerken

Opgave 25: Het midden en de top

De functie f is gegeven door f(x) = (x + 1)(><2 —5x + 5). De grafiek van f snijdt de positieve x-as in
de punten A en B. Het punt M is het midden van lijnstuk AB. Zie figuur.

4 xZZ%

Figuur 9

De x-codrdinaat van M is gelijk aan 2%.

Toon dit met exacte berekening aan.
Het punt C is een top van de grafiek van f. De verticale lijn door M gaat niet door C. Zie figuur.

Bereken exact het verschil tussen de x-coérdinaten van M en C.

bron: pilotexamen havo wiskunde B in 2016, tweede tijdvak

Opgave 26: Overlevingstijd

Als iemand in koud water terechtkomt, daalt zijn lichaamstemperatuur. Als de lichaamstemperatuur
is gedaald tot 30 °C ontstaat een levensbedreigende situatie. De tijd die verstrijkt tussen het te water
raken en het bereiken van een lichaamstemperatuur van 30 °C wordt de overlevingstijd genoemd.

In de opgaven wordt uitgegaan van een persoon die te water is geraakt in gewone kleding en met
een reddingsvest. Voor deze persoon geldt de volgende formule:

7,2
R=15+mmetR>0enT>0
Hierin is R de overlevingstijd in minuten en T de watertemperatuur in °C.

Bij een watertemperatuur van 20 °C is de overlevingstijd groter dan bij een watertemperatuur van
10 °C.

Bereken hoeveel keer zo groot.

Bereken op algebraische wijze de watertemperatuur waarbij de overlevingstijd 5,0 uur is. Rond daarna
je antwoord af op een geheel aantal graden.

naar: pilotexamen havo wiskunde B in 2011, eerste tijdvak
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Opgave 27: Kwelders

De vorm van eilanden, bijvoorbeeld in de Waddenzee, verandert voortdurend. De zee spoelt stuk-
ken strand weg en op andere plekken ontstaat juist nieuw land. Deze stukken land worden kwelders
genoemd.

Een plant die op kwelders groeit is de zoutmelde.

De zoutmelde neemt na verloop van tijd de plaats in van een deel van de planten die door ganzen
worden gegeten. Ganzen eten de zoutmelde niet. Daarom heeft de hoeveelheid zoutmelde invioed
op het aantal ganzen. Het gemiddeld aantal ganzen per vierkante kilometer kwelder hangt dus af van
de leeftijd van de kwelder. Dit verband kan vanaf het vierde jaar bij benadering worden beschreven
door de formules:

e Gi(t)=2(t—4)%2voora=<t=<8
e Go(t)=-2(t—12)%> +64voor8=<t <16

80t-1184

© G3) = "Zr1

voort = 16.

Hierin zijn G1, G, en G3 de gansdichtheden in de verschillende periodes en is t de leeftijd van de
kwelder in jaar. De gansdichtheid is het gemiddelde aantal ganzen per vierkante kilometer kwelder.
In de figuur is de bijbehorende grafiek getekend.

70-
gansdichtheid
(in ganzen per km?)

T

o 10 20 30
— leeftijd kwelder (in jaren)

Figuur 10

Gedurende een aantal jaar ligt de gansdichtheid boven de 40. Bereken gedurende hoeveel jaar dit is.

Als de kwelder op den duur grotendeels is begroeid met zoutmelde is het voor de ganzen moeilijk om
voedsel te vinden. Toch blijven er dan ganzen op de kwelder komen. In de figuur is te zien dat de
gansdichtheid op de lange duur tot een bepaalde grenswaarde daalt.

Onderzoek hoe groot deze grenswaarde volgens de formule voor G is.

naar: examen havo wiskunde B in 2014, tweede tijdvak
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Opgave 28: Functies met een wortel

De functie f wordt gegeven door f(x) = (x — ﬁ)z.
a Ergeldt: f'(x) =2x — 3vx + 1. Toon dit op algebraische wijze aan.
Bekijk de grafiek van f en de lijn y = x.

24
A
y=x
£
1+
9, 1 t
Figuur 11

b De grafiek van f en de lijn y = x hebben behalve de oorsprong het punt A gemeenschappelijk. De
x-codrdinaat van A is 4. Toon dit op algebraische wijze aan.
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De formule die hoort bij de grafiek van f is f(x) = (x — ﬁ)z.
Deze formule kun je ook noteren als y = (x — pw/Y)2 met p = 1.

Voor elke waarde van p kan bij de formule y = (x — p\/?)2 de bijbehorende grafiek worden getekend.
In de figuur zijn voor een aantal waarden van p met p > 0 de bijbehorende grafieken getekend.

Figuur 12

c Er zijn twee waarden van p waarvoor de grafiek van y = (x — p\/Y)2 door het punt (36,36) gaat.
Bereken exact deze waarden van p.

naar: pilotexamen havo wiskunde B in 2015, tweede tijdvak

Opgave 29: Een wortelfunctie

De functie f is gegeven door f(x) = v-3x + 6. Lijn k heeft de vergelijking y = - lgx + 3%.

Bekijk de grafiek van f en lijn k.

¥ X=p
]
f
k B
A
0 N
Figuur 13

a Lijn k gaat door het gemeenschappelijk punt van de grafiek van f met de x-as. Toon dit op algebrai-
sche wijze aan.
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b Lijn k en de grafiek van f hebben nog een ander punt gemeenschappelijk.
Bereken in twee decimalen de x-codrdinaat van dit punt.

De verticale lijn met vergelijking x = p snijdt k in punt A en de grafiek van f in punt B. De y-codrdinaat
van punt B is groter dan de y-codrdinaat van punt A. Zie figuur.

¢ Bereken voor welke waarde van p de afstand tussen punt A en punt B maximaal is.

naar: pilotexamen havo wiskunde B in 2016, eerste tijdvak

Opgave 30: Gebroken functies

De functie f is gegeven door f(x) = % + 2. Bekijk de figuur. De grafiek van f snijdt de y-as in punt
A en de x-as in punt B. Punt S is het snijpunt van de asymptoten van de grafiek van f.

|
b 4 |
|
|
I
|
i
I
|
I
I
|
I
|
|
I
|
I
I
|
I
I
I

Figuur 14

a Onderzoek met behulp van een berekening of A, B en S op één lijn liggen.

Er worden twee transformaties op de grafiek van f uitgevoerd: een vermenigvuldiging met 2 ten
opzichte van de x-as, gevolgd door een translatie (-2,8). Hierdoor ontstaat de grafiek van g.

b Toon op algebraische wijze aan dat de grafiek van g door de oorsprong gaat.

naar: examen havo wiskunde B in 2014, tweede tijdvak

PAGINA 30



3 Diverse functies

Inleiding

Figuur 1

Door toename van het aantal mensen met overgewicht neemt het aantal gevallen van diabetes in de
wereld toe. Deze ziekte, ook wel suikerziekte genoemd, kenmerkt zich door het slecht opnemen van
suikers uit het bloed door het lichaam. Hierdoor is de suikerspiegel in het bloed meer dan twee keer
zo hoog als normaal. De symptomen van iemand die aan suikerziekte lijdt en geen medicijnen slikt,
zijn onder andere veel plassen, veel drinken en vaker last van blaasontsteking. Voor het goed opne-
men van suikers uit het bloed hebben de cellen insuline nodig. Diabetespatiénten maken te weinig
insuline aan of zijn hier resistent tegen geworden. Daarom moeten zij regelmatig hun bloedsuikerspie-
gel meten en hierop inspelen door het nemen van een juiste hoeveelheid kunstmatige insuline. Voor
de aanmaak van natuurlijke insuline zijn de eilandjes van Langerhans in de menselijke alvleesklier
verantwoordelijk. Voor het maken van kunstmatige insuline worden bacterién gebruikt. Deze zijn zo
gemodificeerd dat zij insuline in de gewenste structuur kunnen produceren.

Verkennen

Opgave V1

Een biotechnoloog wil een groot aantal bacterién kweken voor de kunstmatige insulineproductie. Hier-
voor is hij gestart met het modificeren van één bacterie. Vervolgens laat hij deze bacterie zich ver-
meerderen. Een bacterie verdubbelt zich elke twintig minuten. Bereken hoeveel uur het duurt totdat
de biotechnoloog 10° bacterién heeft gekweekt waarmee hij de insulineproductie kan realiseren.
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Theorie

Om te onthouden

Exponentiéle groei, groeifactoren per tijdseenheid

Bij exponentiéle groei wordt een beginhoeveelheid elke tijdseenheid 4% erbij

met een vaste groeifactor vermenigvuldigd. Je kunt ook zeggen dat er 100% 104%
een vast groeipercentage bijkomt of afgaat. 3% eraf

Als b de hoeveelheid op t = 0 is en g de groeifactor per tijdseenheid, /_\
0, o,
dan hoort er een formule van de vorm H(t) = b - gt bij, waarin H de 100% 97%

hoeveelheid voorstelt afhankelijk van de tijd t. Figuur 2

Een gegeven groeifactor per tijdseenheid kan omgerekend worden naar een groeifactor voor een
grotere of kleinere tijdseenheid.

1
Is g bijvoorbeeld de groeifactor per uur, dan is g2 de groeifactor per half uur en is g24 de groeifactor

per dag.

Exponentiéle functies

Een functie van de vorm f(x) = b - g* met g < 0 heet een expo- y
nentiéle functie en heeft de karakteristieken: : \ P P / :

« De grafiek snijdt de y-as in het punt (0,b).

« Als g > 1, dan is de grafiek stijgend. Naar links (voor afnemende
x) nadert de grafiek de x-as. De x-as is de horizontale asymptoot. \ / 3
Er geldt: Df =R en Bf = (0, -).

+ Als0<g <1, danis de grafiek dalend. Naar rechts (voor toene- i
mende x) nadert de grafiek de x-as, de horizontale asymptoot. —
Ergeldt: Dy =R en By = (0, —). o000

S
N
Il
N[k

De getransformeerde exponentiéle functie g(x) = a - g?x=¢) 4+ d
ontstaat uit de standaardfunctie f(x) = g* na de bekende transfor-
maties. De horizontale asymptoot wordt daardoor y = d.

Figuur 3

Exponentiéle functie door twee gegeven punten

Zo stel je de formule, het functievoorschrift, op van een functie van de vorm y = b - g* waarvan de
grafiek door (2,120) en (10,2400) op:

(2,120) geeft 120 = b - g2.
(10,2400) geeft 2400 = b - g10.

2400 _

10 1
Beide zijden delen: 55 = gg—2 geeft g8 =20 en g =208 =~ 1,45.

Dit invullen geeft: 120 = b - 1,452 en dus b = 56,7. Formule: y ~ 56,6-1,45%,
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Opgave 1
Een bepaalde hoeveelheid N lijkt expo-
. . o 0 2 4 8 12
nentieel te groeien met de tijd t in jaren.
N 3 6,6 14,52 70,28 340,14

Toon aan dat dit zo is en stel een bijpas-

sende formule op. Tabel 1

Bereken de groeifactor per maand van
deze hoeveelheid. Geef ook het bijpassende groeipercentage per maand in één decimaal nauwkeurig.

Opgave 2

In een natuurgebied neemt het aantal konijnen toe. De groei wordt beschreven met de functie:
K(t) =100-1,12¢t

Aan de andere kant neemt het aantal vossen af. Deze verandering wordt beschreven met:
V(t) =20-0,91t

In beide gevallen is t in maanden.

Geef de maandelijkse afname van de vossenbevolking in procenten.

Hoe groot is de procentuele toename van het aantal konijnen per jaar?

Opgave 3

Een hoeveelheid N (t) vervalt exponentieel met de tijd t in dagen. Bijt =1is N =20 en bijt =3 is
N =5.

Stel een bijpassend functievoorschrift op.

Bereken de groeifactor per week van deze hoeveelheid. Geef ook het bijpassende groeipercentage
per week in één decimaal nauwkeurig.

Opgave 4 .
.
Gegeven zijn de functies f(x) = 12-3%X en g(x) = 25 — (%) ,

Hoe ontstaat functie f uit de standaardfunctie y = 3%?
Bepaal de asymptoot van f en schrijf domein en bereik op.

X
Hoe ontstaat functie g uit de standaardfunctie y = (%) ?

Bepaal de asymptoot van g en schrijf domein en bereik op.

Opgave 5

Na 1930 steeg de CO,-concentratie sneller dan de latere nobelprijswinnaar Arrhenius in 1900 had
aangenomen. Een model dat beter past bij de gegevens van 1930 tot 2000 gaat uit van een natuurlijk
niveau in de CO,-concentratie met daarbovenop een bijdrage van de mens aan de CO,-concentratie,
de zogeheten menselijke component.

Wetenschappers hebben kunnen vaststellen dat het natuurlijke niveau al eeuwen rond de 285 ppm
(parts per million) schommelt. Voor de menselijke component vanaf 1930 wordt in het model uitge-
gaan van exponentiéle groei.

In 1930 bedroeg de CO,-concentratie 300 ppm. Hiervan was 285 ppm het natuurlijke niveau en 15 ppm
de menselijke component. In 2000 was de CO,-concentratie gestegen tot 370 ppm. Met behulp van
deze gegevens kun je berekenen met hoeveel procent de menselijke component elke 10 jaar volgens
het model toeneemt.

Bereken deze procentuele toename per 10 jaar. Rond je antwoord af op een geheel aantal procenten.

Een formule die de CO,-concentratie vanaf 1 juli 1930 goed benadert, is
C =15-1,025% + 285

Hierin is C de CO,-concentratie in ppm en t is de tijd in jaren na 1 juli 1930.

Bereken met behulp van deze formule op algebraische wijze in welk jaar de menselijke component
even groot zal zijn als het natuurlijke niveau.
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Theorie

Om te onthouden

Exponentiéle vergelijkingen

Een exponentiéle vergelijking en heeft de vorm b - g* + ¢ = p.
Zo’n vergelijking los je als volgt op:

« Schrijf de vergelijkingals b-g*=p—cen g* = %,

log (%)
log (9)

(Eventueel bepaal je hem door y; = g* en y, = (p—c)/b op je grafische rekenmachine in te
voeren en hun snijpunt te laten berekenen.)

« De oplossing is dan x =9 log(%) =

Exponentiéle functies in de juiste vorm schrijven

Bij zo'n exponentiéle vergelijking ga je uit van y = b - g* + c.

Elke exponentiéle functie is in die vorm te schrijven. Bijvoorbeeld:
F(x)=10-3-1,52xt1 =10-3-(1,5)2X-1,5! =10-4,5-2,25X =-4,5-2,25%X + 10
Je gebruikt daarbij:

eigenschappen van machten en exponenten

- 1 1
g%=1 QG=F g =¢gmitsa>0
a
ga+b = ga. gb gab = % (ga)b = gab

Verdubbelingstijd en halveringstijd

Bij g > 1 kan de verdubbelingstijd worden berekend. Dat is de tijd t die nodig is om de hoeveelheid
te verdubbelen. Hiervoor moet gt = 2 opgelost worden. Deze tijd is onafhankelijk van de beginhoe-
veelheid b.

Bij 0 < g < 1 kan op soortgelijke wijze de halveringstijd van een hoeveelheid berekend worden. Los

hiervoor de vergelijking gt = % op.
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Opgave 6

Los exact op.

52t = 125t-1 ¢ 05-3¥=5
2"2 =%.8X d 32x—3=%
Opgave 7

Los exact op.

4 (3% <304

5X—1 < 252—)(

Opgave 8

In een natuurgebied neemt het aantal konijnen toe. Deze groei wordt beschreven met de functie:

K(t)=100-1,12¢

Aan de andere kant neemt het aantal vossen af. Deze verandering wordt beschreven met:

V(t) =20-0,91t
In beide gevallen is t in maanden.

Geef de verdubbelingstijd van de konijnenbevolking in twee decimalen nauwkeurig.
Geef de halveringstijd van de vossenbevolking in twee decimalen nauwkeurig.

Na hoeveel maanden zullen er tien keer zoveel konijnen dan vossen zijn?

Opgave 9

Schrijf de functies in de vorm: f(x) =b-g* +c
f(x)=-2-3%t241

F00) = 5(10 - 23%)

Opgave 10: Snijpunt
De functies f en g zijn gegeven door f(x) = 24X*1 en g(x) =4 - 4%.

Hoe ontstaan de grafieken van de functies f en g uit de grafiek van de standaardfunctie y

naar: examen havo wiskunde B in 2010, eerste tijdvak

Opgave 11

Gegeven zijn de functies: f(x) =7 —4X en g(x) = 4%~1
De lijn y = 5 snijdt de grafieken van f en g respectievelijk in de punten A en B.
Bereken algebraisch de afstand AB. Rond het antwoord af op twee decimalen.

=2X?
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Theorie

Om te onthouden
Logaritmen

Een definitie van logaritme is:
x = 9log (y) is de oplossing van g* = y.

g is het grondtalen g>0en g + 1.
Wanneer het grondtal 10 is wordt het vaak weggelaten: 1%1log (x) = log (x).

y =g* en y =9log(x) zijn inverse functies. Er geldt dan ook:
9log (g*) = x en g?leg () = x

eigenschappen van logaritmen

9log (a) + 9log (b) = 9log (a- b) p - 9log (a) = 91log (aP)
p
91og (a) - 91log (b) = 91og (£) 9log (@) = penSs

Logaritmische functies

Een functie van de vorm f(x) = 9log (x) met g < 0 en g #+ 1 heet y ::/2 R

een logaritmische functie en heeft de karakteristieken: 6 . g

« De grafiek heeft een verticale asymptoot x = 0. 4 .

« Als g > 1, dan is de grafiek stijgend en gaat hij door (1,0). S Py 7 —
Er geldt: D¢ = (0, Br =R. 2177 7

Tl Dy = {0 = &n B {7 y ="log(x)

« Als0<g<1,danis de grafiek dalend en gaat hij door (1,0). 2 0 / 2 4 6 8 X
Er geldt: Df = (0, —») en Bf = R. 2D

De getransformeerde exponentiéle functie : 4

g(x) = a-9Y9log(b(x—c)) + d ontstaat uit de standaardfunctie

f(x) = g* na de bekende transformaties. De verticale asymptoot Figuur 4

wordt daardoor x = c.
Logaritmische vergelijkingen en ongelijkheden
Een vergelijking met logaritmen los je als volgt op:

+ Schrijf de vergelijking als 9 log (f (x)) = p (waar nodig met behulp van rekenregels).
- Dan wordt de vergelijking f(x) = gP en die moet je verder oplossen.
Daarbij moet je rekening houden met de voorwaarden f(x) >0, g>0en g # 1.

Bij ongelijkheden gebruik je grafieken (op je grafische rekenmachine).
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Opgave 12

Bereken met behulp van de eigenschappen van logaritmen.

2-3log (6) + 310g(%)
1
21log (48) + 2 log (3)

Opgave 13

Gegeven is de functie: f(x) =2 —4-log (x — 3).

Geef de vergelijking van de verticale asymptoot van de grafiek van f.

Geef het domein en bereik van f.

Door welke transformaties ontstaat de grafiek van f uit die van y =1log (x)?

Los exact op f(x) = 0.

Opgave 14

Druk g uitin p.
p=5-10%24-1 45
p=210-70-2log (£5)
Opgave 15

Los algebraisch op.

3 log(x—-2)=4

3log (x2 - 2x) = 3log (2x — 3)
4log(x) =1 +2-410g(5)

1 1
log (x) = 2 log (3 — x) + 2 log (5)

N =

Opgave 16: Grafiek van een logaritme

De functie f is gegeven voor f(x) = 3log (4x + 3). De grafiek van f snijdt de x-as in punt A en de
y-as in punt B. Verder is [ de lijn door A en B.

Stel op algebraische wijze een vergelijking op voor I.

naar: examen havo wiskunde B in 2013, eerste tijdvak

Opgave 17: Mosselen

Een mossel bestaat voor een deel uit een schelp en voor een deel uit vlees. Er bestaat een verband
tussen de schelplengte L (in mm) en het gewicht van het vlees W (in grammen) van mosselen.

Het verband tussen W en L wordt gegeven door de formule
log(W)=-5,5+3,1-log(L).

Werk de gegeven formule om tot een formule van de vorm W = a - LP.

naar: examen havo wiskunde B in 2011, eerste tijdvak
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Theorie

Om te onthouden

Sinus en cosinusfunctie
De sinusfunctie en de cosinusfunctie zijn periodieke functies en 1
herhalen zich dus met een vaste periode van 211.

Je ziet hier hun grafieken en de betekenis van sin (x) en cos (x) in
de eenheidscirkel met x in radialen.
Bedenk 180° = m radialen.

<

y = sin(x)

y = cos(x) y Figuur 5

Figuur 6

Enkele exacte waarden zijn:

hoek 0°=0rad 30° = %H rad 45° = }TH rad 60° = %n rad 90° = %u rad
sinus 0 3 2 13 1
cosinus 1 %ﬁ %\/5 % 0

Tabel 2

Sinusoiden

De grafieken van getransformeerde (co)sinusfuncties heten sinusoiden: f(x) = a-sin (b(x —c)) +d.

Of hetzelfde met cos. De karakteristieken van een sinusoide zijn:

« De amplitude is de positieve waarde van a; als a negatief is, dan gaat de sinus in het beginpunt
door de evenwichtsstand omlaag en de cosinus in het beginpunt vanuit het minimum omhoog.

2

A .20 f o —
+ De periode is 5-, dit betekent: b = PERGaE

« De x-coordinaat van het beginpunt is c; het beginpunt voor de sinus is daarmee (c,d) en voor

de cosinus (c,d + a).
« De evenwichtsstand is de lijn y = d.

Door de betreffende getallen uit een grafiek af te lezen kun je ook een functievoorschrift van een

sinusoide opstellen.
Vergelijkingen met sinus of cosinus

Herleid elke vergelijking met sinus of cosinus tot sin (ax + b) = ¢ of cos (ax + b) = c.
Er zijn alleen oplossingen als -1 = ¢ < 1. Gebruik vervolgens:

e sin(x) = c geeft x =arcsin(c) +k-2mV x = 1 —arcsin(c) + k-2
e cos(x) = c geeft x =arccos(c) + k-2m VvV x =-arccos (c) + k - 2m

Bij een ongelijkheid gebruik je de grafiek.
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Opgave 18

Bepaal van de functies de periode, de amplitude, de evenwichtsstand en het beginpunt.
f(x) =3sin (2mx)

f(x) =4cos(x—=5)+7

f(x) = 3,5sin (11'7—5(x +2))

f(x) =2—cos(3mx — 1)

Opgave 19

Bekijk de figuur. Stel bij de vier sinusoiden een passend functievoorschrift op van een sinus.

Figuur 7

Opgave 20

Los zo mogelijk exact op. Rond indien nodig het antwoord af op twee decimalen.
sin (x) = % d sin(x) =sin (- %x)

sin (2x) = %\/E e cos2 (x) = i

sin (x) cos (x) —cos(x) =0 f 2cos?(x)—cos(x)—1=0
Opgave 21

Gegeven is de functie f met f(x) = 10 cos (%Hx) —5o0p [0,12].
Bepaal algebraisch het bereik van f.
Bereken exact alle nulpunten van deze functie.

Los op: f(x) =0.

Opgave 22: Zwabberende functie

Op het domein [0,61] is de functie f gegeven door f(x) = x - sin (x). De lijn met vergelijking y = x
heeft behalve de oorsprong nog drie punten gemeenschappelijk met de grafiek van f.

Bereken exact de codrdinaten van deze punten.

bron: pilotexamen havo wiskunde B in 2014, tweede tijdvak
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Verwerken

Opgave 23: Exponentiéle functie

Bekijk de figuur. De functie f is gegeven door y .

Foo) =3%1-2. b
a Bereken exact de waarde van x waarvoor geldt

f(x) =241.

De functie g is gegeven door g(x) = 3*. Op de grafiek
worden de volgende transformaties uitgevoerd: eerst de

translatie 6 omlaag, gevolgd door de vermenigvuldiging 0O x
met % ten opzichte van de x-as. Op deze manier ontstaat
de grafiek van de functie h. .
b Toon op algebraische wijze aan dat h dezelfde functie is
als f.

Bekijk de figuur. De grafiek van g wordt met a vermenig- Figuur 8
vuldigd ten opzichte van de y-as. Hierdoor ontstaat de grafiek van de functie k. Het punt P(-20,81)
ligt op de grafiek van k.

Figuur 9

¢ Bereken exact de waarde van a.

bron: pilotexamen havo wiskunde B in 2016, eerste tijdvak
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Opgave 24: Karpers

In het begin van hun leven ontwikkelen karpers zich van larve tot klein visje. Aan het einde van deze
ontwikkeling heeft het visje een lengte van ongeveer 1,9 centimeter.

De lengte van de karperlarve in centimeter noemen we L. Het gewicht van de karperlarve in gram
noemen we G. In de figuur is het verband tussen log (L) en log (G) weergegeven.

log (G) ;
-0,7 [ -0,6 | -0,5]-04[-03[-02]-0,1 0] |ol1]o>2]03 [—fleg@®
e
-~
=1+
L1
-

P &
L |

LT

Figuur 10

Bepaal met behulp van de figuur het gewicht van een karperlarve met een lengte van 0,8 centimeter.
Geef je antwoord in hele milligrammen nauwkeurig.

Het verband tussen de lengte van karperlarven en hun gewicht kan beschreven worden met een
formule van de vorm G = 0,014 - LY met 0,2 < L < 1,9. Hierin is L de lengte in centimeter, G het
gewicht in gram en b een constante.

Een karperlarve van 1,9 centimeter weegt ongeveer 0,25 gram. Bereken b met behulp van deze
gegevens. Rond je antwoord af op één decimaal.

Voor volwassen karpers geldt de formule: G = 0,014 - L3-13 met 10 < L < 94. Hierin is L weer de
lente in centimeter en G het gewicht in gram.

Bereken hoeveel keer zo zwaar een volwassen karper van 94 centimeter is in vergelijking met een
volwassen karper van 10 centimeter. Rond je antwoord af op honderdtallen.

De formule G = 0,014 - L3:13 is te herleiden tot een formule van de vorm log (G) = p + q - log (L).

Bereken de waarden van p en q. Geef beide waarden in twee decimalen nauwkeurig.

bron: pilotexamen havo wiskunde B in 2016, eerste tijdvak

Opgave 25: Getint glas

Getint glas laat slechts een deel van het invallende licht door. De hoeveelheid doorgelaten licht neemt
exponentieel af met de dikte van het glas: hoe dikker het glas, hoe minder licht wordt doorgelaten.
Voor een bepaald soort getint glas geldt dat het bij een dikte van 1 millimeter 90% van het licht
doorlaat. Bij een zekere grotere dikte van hetzelfde soort glas zal nog maar 50% van het licht worden
doorgelaten.

Bereken deze dikte in millimeter. Rond je antwoord af op één decimaal.
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De extinctie geeft de mate aan waarin getint glas invallend licht opneemt. Voor de extinctie E geldt
de formule: 10" F = %

Hierin is L;, de hoeveelheid invallend licht en L ;; de hoeveelheid doorgelaten licht. Een ruit van getint
glas neemt 15% van het invallende licht op.

Bereken de extinctie van deze ruit. Geef je antwoord in twee decimalen nauwkeurig.

De extinctie hangt af van de dikte van het getinte glas en van de concentratie absorberende stof in
het glas. Voor een bepaald type autoruit geldt: E=0,1-C -d.

Hierin is C de concentratie van de absorberende stof (in mol per liter) en d de dikte van het glas in
millimeter. Voor getinte autoruiten gelden wettelijk vastgestelde eisen. Voorruiten moeten minimaal
75% van het invallende licht doorlaten. Een fabrikant wil getinte voorruiten van 6 millimeter dik maken
die precies 75% van het invallende licht doorlaten.

Bereken op algebraische wijze de concentratie absorberende stof in deze ruiten. Rond je antwoord af
op één decimaal.

bron: pilotexamen havo wiskunde B in 2014, tweede tijdvak

Opgave 26: Geluidsbox

Op de foto is een bolvormige geluidsbox te zien. We gaan ervan uit dat de-
ze geluidsbox in alle richtingen evenveel geluid produceert. Hierbij neemt
de zogeheten geluidsintensiteit af naarmate men verder van het middel-
punt van de geluidsbox verwijderd is. In deze opgave gaan we uit van

een geluidsbox die in een open ruimte staat. Voor de geluidsintensiteit I

P
4nr?

in watt per m? geldt de formule: I =

Hierin is r de afstand in meter tot het middelpunt van de geluidsbox en
P is het vermogen van het door de geluidsbox geproduceerde geluid in
watt.

Op 5 meter van het middelpunt van de geluidsbox wordt een geluidsin-
tensiteit van 10°7 watt per m? gemeten.

Bereken de geluidsintensiteit op 1 meter van het middelpunt van de ge- | i
e

luidsbox. ARG
Men gebruikt ook vaak het geluidsniveau L in plaats van de geluids-
intensiteit I in watt per m?. Het geluidsniveau L wordt uitgedrukt in

Figuur 11

decibel. Het verband tussen I en L wordt gegeven door de formule:
L=10-log (10%2.1).

Als de geluidsintensiteit tweemaal zo groot wordt, dan stijgt het geluidsniveau met een vast aantal
decibel.

Bereken dit vaste aantal decibel. Rond je antwoord af op een geheel getal.

Een bolvormige geluidsbox produceert geluid met een vermogen van 30 watt. Bij een geluidsniveau
van 80 decibel of meer kan er schade aan het gehoor ontstaan.

Bereken op algebraische wijze tot welke afstand vanaf het middelpunt van de geluidsbox er schade
aan het gehoor kan ontstaan. Rond je antwoord af op een geheel aantal meters.

bron: pilotexamen havo wiskunde B in 2015, eerste tijdvak
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Opgave 27: Een cosinusfunctie

Bekijk figuur 12. Gegeven is de grafiek van de functie f gegeven door f(x) = (sin (x) - cos (x))z.

y

o X

Figuur 12

Bereken op algebraische wijze de x-coérdinaten van de gemeenschappelijke punten van de grafiek
van f en de x-as op het interval [0,m].

De grafiek van f kan ook worden beschreven door middel van een enkele cosinusfunctie. Er geldt
dan: f(x) = a— bcos(cx)

Bereken a, b en c.

bron: pilotexamen havo wiskunde B in 2011, tweede tijdvak

Opgave 28: Een functie met sinus
Bekijk figuur 13. Op het domein [0,61r] is de functie f gegeven door: f(x) = x - sin (x) — sin (x).

Op het gegeven domein zijn de punten O(0,0), P(1,0), Q, R, S, T, U en V de snijpunten van de grafiek
van f met de x-as. De punten A en B liggen op de grafiek van f. De x-codrdinaat van A ligt midden
tussen de x-codérdinaten van R en S. De x-codrdinaat van B ligt midden tussen de x-codrdinaten van
TenU.

B 4 B

Figuur 13
Uit de gegevens volgt x 4, = 2%11 en xg = 4%11.

Toon met behulp van exacte berekeningen aan dat inderdaad uit de gegevens volgt dat x 4, = 2%17

en xg = 4%11.
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b Bekijk figuur 14. Lijn [ is de lijn door de punten A en B.

S 4 B

o N/ )

Figuur 14 figuur 2

Lijn I lijkt door P(1,0) te gaan.

Toon met behulp van exacte berekeningen aan dat I door P gaat.

bron: pilotexamen havo wiskunde B in 2015, tweede tijdvak
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Inleiding

Figuur 1

Navigatiesystemen zijn niet meer weg te denken uit onze samenleving. Deze systemen bepalen hun
positie met behulp van GPS, het Global Positioning System. Dit is een systeem van satellieten die in
een baan om de aarde draaien. De ontwikkeling ervan werd gestart in 1967 en de eerste satelliet werd
gelanceerd in 1978. Oorspronkelijk was het systeem bedoeld voor het Amerikaanse leger, later werd
het vrijgegeven voor civiel gebruik. Het systeem werd overigens pas in 1995 officieel operationeel
verklaard. Een GPS-ontvanger op aarde kan zijn positie berekenen aan de hand van de signalen van
vier van deze satellieten. Hiermee kan de ontvanger de afstand tot die satellieten bepalen. Omdat
de posities van de satellieten bekend zijn, is er genoeg informatie om de positie van de ontvanger te
berekenen.

Verkennen

Opgave V1

Tijdens een demonstratie wil een docent met behulp van één busje met een ontvanger (A) en vier bus-
jes met zenders (B, C, D en E) de technologie achter GPS demonstreren. Hij stuurt de vier chauffeurs
met zenders naar de volgende plekken:

e B=(-60,70) met |AB| =100 km;

e C =(50,50) met |AC| =50 km;

e D =(20,-70) met|AD| =80 km;

¢« FE =(-30,-20) met |AE| =50 km.

De ontvanger in busje A kent de posities van de punten A, B, C, D en E niet, maar meet voortdurend
de afstand tot de zenders. Busje A zoekt op basis van deze afstanden de juiste plek voor punt A.

De positie van één van de zenders blijkt niet goed te zijn opgegeven. Deze zender staat enkele kilo-
meters te oostelijk of te westelijk opgesteld ten opzichte van punt A.

Bepaal met behulp van de bovenstaande gegevens de positie van A en de goede positie van de
verkeerd opgestelde zender.
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Theorie

Om te onthouden

Rechthoekige driehoeken

In rechthoekige driehoeken gebruik je bij berekeningen: c
hypothenusa =
« de stelling van Pythagoras: schuine zijde

IAB? +|BC|? = |AC|?

« goniometrie:
overstaande rechthoekszijde

overstaande
rechthoekszijde
a

sin (a) = schuine zijde
_ aanliggende rechthoekszijde
cos (a) = schuine zijde B A OLI e I_B
tan (a) = overigandeiechuhiockszjde aanliggende rechthoekszijde

aanliggende rechthoekszijde

« de tekendriehoeken:
De gelijkbenige rechthoekige driehoek: zijden a, a en a2 en
hoeken 45°, 45° en 90°.
De halve gelijkzijdige driehoek: zijden a, av3 en 2a en hoeken
60°, 30° en 90°.

Algemene driehoeken
In driehoeken in het algemeen gebruik je bij berekeningen:

+ de hoekensom:
De hoeken van een driehoek zijn samen 180°.
« de sinusregel: A B

a b c -
sin(a) _ sin(B) . sin(p) Figuur 2

- de cosinusregel:
a? = b2 + ¢2 — 2bc cos (a) of
b2 = a?% + ¢2 - 2accos (B) of
¢2 = a2 + b2 -2abcos ).
Gelijkvormigheid
Twee driehoeken AABC en APQR zijn gelijkvormig wanneer overeenkomstige hoeken even groot
zijn. Je schrijft: AABC ~ APQR.
Endanis LA =ZP, ZB = £ZQ en £C = ZR (overeenkomstige hoeken).
Er bestaat bij gelijkvormige figuren een vaste verhouding tussen overeenkomstige zijden. Er geldt

voor de zijden:

|AB| _ |AC| _ |BC|
IPQI — IPR] — |QRI

Daarvan maak je gebruik bij berekeningen, gebruik eventueel een verhoudingstabel.
Om in te zien dat twee driehoeken gelijkvormig zijn gebruik je vaak:

« overstaande hoeken zijn even groot;
« bij evenwijdige lijnen zijn F-hoeken even groot en zijn Z-hoeken even groot.
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Opgave 1
Bekijk de figuur. BC loopt evenwijdig met DE, en |[EC| = 6. C
Welke driehoeken zijn gelijkvormig en waarom?
Bereken de lengte van DE en die van AE. 0 9
E
A 5 D 7 B
Figuur 3

Opgave 2

Van rechthoek ABCD is|AB|=8cmen|AD|=6cm.
E is het midden van CD.
F is een punt op BE z6, dat lijnstuk AF loodrecht op lijnstuk BE staat.

Bereken exact de lengte van lijnstuk AF.

Lijnstuk AF wordt aan de kant van F verlengd tot zijde BC wordt gesneden in punt G. Bereken exact

|BG]|

de verhouding BTl

naar: syllabus wiskunde B havo

Opgave 3
Bekijk AABC. Neem aan dat a =40°, b =12 en ¢ = 20.

Bereken in één decimaal de oppervlakte van deze driehoek.

Bereken de grootte van £B in één decimaal.

Figuur 4

Opgave 4

Gegeven is APQR met |PQ| =4, |QR|=5en |PR| = 8.
Bereken de hoeken van APQR in graden.

Opgave 5
Gegeven is AABC met £C =102°,|AB|=10en |AC| = 8.

Bereken de overige zijden en hoeken.
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Theorie

Om te onthouden
Punten

Een cartesisch assenstelsel is een Oxy-assenstelsel waarvan de x-as en de y-as loodrecht op
elkaar staan en waarvan de assen dezelfde lineaire schaalverdeling hebben.

De codrdinaten van twee willekeurige punten A en B worden gegeven door (x 4,y 4) €n (Xg,VB)-

Het midden M van lijnstuk AB is: M(%,%).

De lengte van een lijnstuk A B schrijf je als |AB| of als d (A,B) (de afstand tussen A en B).

Met de stelling van Pythagoras geldt: [AB| = \/(xB - xA)2 +(yp - yA)Z.
Lijnen
De vergelijking van een rechte lijn heeft de vorm px + qy =r.

Alleen als g # 0 kun je dit schrijven als y = ax + b, waarin a de richtingscoéfficiént is. En als g = 0
krijgt de lijn de vorm x = ¢ en loopt hij verticaal.

Lijnen kunnen

« elkaar snijden:
Je lost voor het berekenen van het snijpunt het stelsel van twee vergelijkingen met twee onbeken-
den op.
« evenwijdig lopen:
Je gaat daarvoor na of beide lijnen dezelfde richtingscoéfficiént hebben.
« loodrecht op elkaar staan:
Je gaat daarvoor na of voor de richtingscoéfficiénten a; en a, geldt a; - a; =-1.

Hoeken en afstanden

De richtingshoek a van een lijn is de scherpe hoek tussen een lijn en de x-as. Je vindt die hoek met
behulp van de richtingscoéfficiént a via tan (a) = a.
Als a < 0 dan is ook a < 0.

De hoek tussen twee lijnen is het positieve verschil van hun beider richtingshoeken.

Je kunt die hoek soms ook berekenen met de cosinusregel als je het snijpunt van beide lijnen en op
elk van beide lijnen een ander punt weet.

De afstand van een punt tot een lijn d (P,]) bereken je als volgt:

« stel een vergelijking op van lijn m door P loodrecht op I;
« bereken de codrdinaten van Q, het snijpunt van m en [;
« bereken tenslotte de afstand tussen de punten P en Q en daarmee d (P,]).

De afstand van twee evenwijdige lijnen d (I,m) bereken je door de afstand van een willekeurig
punt P op één van beide lijnen tot de andere lijn te berekenen.
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Opgave 6

Gegeven zijn de punten A(14,-25) en B(34,-4).

Bereken |AB|.

Bereken de codrdinaten van het midden van lijnstuk AB.

B is het midden van lijnstuk AC. Bereken de codrdinaten van C.
Stel een vergelijking op van lijn AB.

Stel een vergelijking op van lijn I door C en loodrecht op AB.

Bereken de afstand van O tot lijn AB in één decimaal nauwkeurig.

Opgave 7
Gegeven zijn de punten A(-2,3) en B(2,-3) enlijnl: x+4y =10
Toon aan dat punt A op lijn I ligt.

Lijn m is evenwijdig met [ en gaat door B.
Geef een vergelijking van lijn m.

Bereken de exacte afstand van punt B tot lijn m.

Opgave 8

Gegeven zijn de lijnen [ : 3x+ y=10enm:x -2y = 1.

Bereken het snijpunt van beide lijnen.

Bereken de hoek die lijn I met de x-as maakt in tienden van graden nauwkeurig.

Bereken de hoek die beide lijnen met elkaar maken in graden nauwkeurig.

Opgave 9

Gegeven zijn de evenwijdige lijnenl: y=-3x+5enm:y=-3x -2
Bereken d (I,m).

Opgave 10: Bissectrices
De lijn k is gegeven door y = /3 - x.
De lijn 1 is gegeven door y = %\/5 X.

De bissectrice van een hoek is de lijn die de hoek in twee gelijke delen verdeelt.
m is de bissectrice van de hoek tussen de lijnen k en 1.

Toon op algebraische wijze aan dat de hoek die m met de x-as maakt 45° is.

Voor elke bissectrice geldt: “elk punt op de bissectrice heeft gelijke afstanden tot de benen van de
hoek”.

Lijn I is de bissectrice van de hoek die lijn k met de x-as maakt. Het punt P(\/§,1) ligt op 1.
Dus de afstand van P tot de x-as is gelijk aan de afstand van P tot de lijn k.

Toon door exacte berekeningen aan dat de afstand van het punt P(\/§,l) tot de x-as gelijk is aan de
afstand van dit punt P tot de lijn k.

naar: pilotexamen havo wiskunde B in 2014, eerste tijdvak
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Theorie

Om te onthouden
Cirkel

Een cirkel met middelpunt M (a,b) en straal r heeft in een carte-
sisch Ox y-assenstelsel de vergelijking:

x—a)+(y-b)?=r2

Als in zo’n vergelijking de haakjes worden weggewerkt, dan krijgt hij
de vorm:

x2+yZ+cex+dy=e

Met behulp van kwadraat afsplitsen kun je deze tweede ver-
gelijking schrijven in de eerste vorm waaruit je middelpunt en o 1 X
straal onmiddellijk kunt aflezen. Bij kwadraat afsplitsen gebruik je Figuur 5

2
x2 +cox = (x+ %c) - %cz en iets vergelijkbaars voor y2 + dy.

Cirkels en lijnen
Een lijn en een cirkel kunnen

« elkaar snijden:
Je lost voor het berekenen van de snijpunten het stelsel van twee vergelijkingen met twee onbe-
kenden op. Daarbij vul je de vergelijking van de lijn in die van de cirkel in.

- elkaar raken:
De twee snijpunten vallen dan samen omdat in de vergelijking die ontstaat bij het berekenen van
snijpunten de discriminant 0 is.

« elkaar missen:
De twee snijpunten bestaan dan niet omdat in de vergelijking die ontstaat bij het berekenen van
snijpunten de discriminant negatief is.

Bij het opstellen van de raaklijn aan een cirkel in een punt P dat op die cirkel ligt, maak je gebruik
van het feit dat die raaklijn loodrecht staat op de straal M P.

0ok cirkels kunnen elkaar snijden of raken. En ook daarbij gaat het om het oplossen van het bijbeho-
rende stelsel vergelijkingen.

Hoeken en afstanden

De hoek tussen een lijn en een cirkel is de hoek die deze lijn maakt met een raaklijn aan die cirkel
in één van beide snijpunten. Er zijn altijd twee gelijke hoeken in beide snijpunten.

De hoek tussen twee cirkels is de hoek tussen de twee raaklijnen aan die cirkels in één van de
twee snijpunten.

De afstand van een punt tot een cirkel d (P,c) is gelijk aan de afstand van P tot M minus de
straal van de cirkel: d (P,c) = |PM|—r.

De afstand van een lijn tot een cirkel d (/,c) is gelijk aan de afstand van M tot I minus de straal
van de cirkel: d (I,c) =d (M,I) —r.

De afstand tussen twee cirkels d (cq,c5) is gelijk aan de afstand van M tot M, minus de straal
van c; en de straal van cy: d(cq,c5) =d (M{,M5) —rq —r>.
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Opgave 11

Stel een vergelijking op van de cirkel in de vorm: (x — 0)2 +(y— b)2 =r2
Een cirkel met middelpunt M (-1,4) en straal 1,5.

Een cirkel met middelpunt M (4, -5) die door het punt P(6,7) gaat.

X2+ y2 +4x+6y=12

Opgave 12

Gegeven is een cirkel ¢ met middelpunt M (-10,25) die door het punt A(-4,21) gaat.
Stel een vergelijking op van deze cirkel.

Onderzoek of B(-5,20) op de cirkel, binnen de cirkel of buiten de cirkel ligt.

Bereken de snijpunten van lijn M B met de cirkel.

Stel een vergelijking op van de raaklijn in A aan de cirkel.

Opgave 13

Ten opzichte van een cartesisch assenstelsel heeft cirkel ¢ de vergelijking x2 + y2 = 6x + 6y — 13.
Het punt A(4,1) ligt op deze cirkel.

Laat door berekening zien, dat A op de cirkel ligt.
Stel een vergelijking op van de raaklijn I in A aan cirkel c.

Door B(0,2) gaan twee raaklijnen aan cirkel c. Bereken beide raakpunten.

Opgave 14

Gegeven zijn de cirkels c1 : (x + D%+ y2 =4 ency: x2 + (y+ 1)%2 =4.
Lijn I gaat door de middelpunten van beide cirkels.

Stel een vergelijking op van lijn .

Bereken de snijpunten van I met c; en c, exact.

Lijn I heeft in totaal vier snijpunten met beide cirkels. Wat is de grootste afstand tussen twee van die
snijpunten, afgerond op één decimaal?

Opgave 15

Gegeven de cirkels c1: x2 + y2 =5en cy: x2 + y2 =6x - 1.
De lijn I: y = 3 snijdt de cirkel c¢;.

Bereken de hoek die I en ¢ met elkaar maken.

Bereken de hoek waaronder beide cirkels elkaar snijden.
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Verwerken

Opgave 16: Twee cirkels

Bekijk de figuur. Gegeven zijn de punten A(2,0) en B(8,0), de cirkel ¢ met vergelijking
x%2 - 10x + y2 —8y + 16 = 0 en de cirkel d met middellijn AB.

.1J

Figuur 6

Toon aan dat de cirkel ¢ door de punten A en B gaat en de y-as raakt.

Het punt P(8,8) ligt op de cirkel c. De lijn I raakt de cirkel ¢ in het punt P. Stel een vergelijking op
van deze raaklijn I.

AB is de middellijn van cirkel d. Twee raaklijnen aan de cirkel d gaan door de oorsprong O. Bereken
de hoek die deze raaklijnen met elkaar maken in graden. Rond je antwoord af op één decimaal.

bron: pilotexamen havo wiskunde B in 2011, eerste tijdvak
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Opgave 17: GPS

De laatste jaren is het gebruik van GPS (Global Positioning
System) flink toegenomen. Met behulp van een GPS-ont-
vanger kunnen op iedere plaats op aarde de codrdinaten
van die plaats worden bepaald.

Een wereldwijd beoefende hobby waarbij gebruikgemaakt
wordt van GPS is geocaching. Bij geocaching is het de be-
doeling een cache - een soort schatkistje - te zoeken met
behulp van een GPS-ontvanger en een loopopdracht. Een
loopopdracht bestaat uit twee onderdelen: een koers en
een afstand. De koers is de hoek ten opzichte van het noor-
den in een geheel aantal graden. Hierbij worden de hoeken
gegeven ten opzichte van het noorden met de wijzers van
de klok mee. De afstand is gegeven in een geheel aantal
meters.

De zoektocht naar de cache genaamd ‘Haagse zoektocht’
wordt als volgt beschreven:

« Parkeerde autolangs de kantvan de wegop N52.16.351
E6.57.531.
Dit is punt A.

« Loop vanaf punt A 109 meter met koers 163 graden. Dit
is punt B.

« Loop vanaf punt B 25 meter met koers 110 graden naar
de cache op punt C.

Bekijk de figuur.

Het is mogelijk om in één loopopdracht vanaf punt A naar
punt C te gaan. Hiervoor moet in AABC eerst de afstand
|AC| berekend worden en vervolgens moet de koers van A
naar C berekend worden.

Bereken de koers en de afstand van deze loopopdracht.
Rond af op gehelen.

bron: pilotexamen havo wiskunde B in 2011, eerste tijdvak

Figuur 7
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Opgave 18: Drie cirkels

Bekijk de figuur. In de figuur zijn in een assenstelsel drie cirkels getekend.

}.‘

Mg _

Figuur 8

De cirkels raken elkaar en bovendien raken ze alle drie de x-as. De linker cirkel heeft middelpunt M
en straal r. Punt M ligt op de y-as. De middelste cirkel heeft middelpunt T en straal t. De rechter
cirkel heeft middelpunt N en straal s. Verderisr =s =>t.

De vragen a en b hebben betrekking op de situatie waarin geldtr =9, s = 2% ent=1.

Bereken £MT N. Geef je antwoord in een geheel aantal graden.

Stel een vergelijking op van de lijn door M en T.

Voor de stralen van de drie cirkels geldt % = ir + % De vragen c en d hebben betrekking op de

situatie waarin r = s = 2. In deze situatie geldt t = %

Toon aan dat in deze situatie inderdaad geldt t = %
Bereken de oppervlakte van AMNT.

bron: pilotexamen havo wiskunde B in 2012, tweede tijdvak
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Opgave 19: Op het voetbalveld

Bekijk figuur 9. Gegeven is een schematische tekening van het bovenaanzicht van een gedeelte van

een voetbalveld. Hierin is het volgende getekend:

« de doelpalen P en Q met PQ = 7,3 meter;

« de strafschopstip S, midden voor het doel, op een afstand van 11 meter tot de lijn PQ;

« het rechthoekige strafschopgebied KLM N, met KL =40,3 meteren KN = 16,5 meter;

« de cirkelboog AB waarvan alle punten de afstand 9,15 tot S hebben en waarvan de eindpunten A
en B op lijnstuk M N liggen.

N AmB M

Fi
/9,15
r
ri
S¢
16,5 I
|
11!
I
. : .
achterliin K 16,5 2 73 0 16,5 i

Figuur 9

Toekijkende spelers mogen zich bij een strafschop niet binnen het strafschopgebied KLM N en niet
binnen de cirkelboog A B bevinden.

In deze opgave worden de afmetingen van de bal en de strafschopstip, de dikte van de doelpalen en
de lijndikte op het veld verwaarloosd.

Bereken de afstand in meters tussen A en B. Geef je antwoord in één decimaal nauwkeurig.

Tijdens een voetbaltraining worden onder andere situaties geoefend waarbij een speler wordt aan-
gespeeld die dicht bij het doel staat. Deze aangespeelde speler zal vervolgens proberen te scoren.
Hierbij is de afstand van de aangespeelde speler tot het doel van belang, maar ook de plaats van de
speler ten opzichte van het doel.

Wanneer een speler zich dicht bij de achterlijn bevindt en iets naast het doel, is de hoek waaronder
gescoord kan worden klein. Hierdoor wordt scoren moeilijk.

N A/\B M

1
achterliin K P 73 O 7
Figuur 10

In figuur 10 is T de plaats van de aangespeelde speler. T bevindt zich 5 meter van doelpaal P en
12 meter van doelpaal Q.

Bereken de grootte van hoek PT Q. Geef je antwoord in een geheel aantal graden nauwkeurig.

bron: pilotexamen havo wiskunde B in 2013, tweede tijdvak
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Opgave 20: Een punt binnen een cirkel

Bekijk de figuur. Gegeven zijn de cirkel ¢ met vergelijking
(x — 4)2 +(y - 5)2 = 25 en het punt P(3,3). M is het middelpunt van c.

l_

_:1 0

Figuur 11

Bereken de exacte afstand van punt P tot cirkel c.

Bekijk de figuur. Cirkel ¢ raakt de x-as in het punt A en snijdt de y-as in de punten B en C, waarbij
C boven B ligt. Lijn k gaat door B en P en lijn I gaat door A en C.

Bereken in graden nauwkeurig de scherpe hoek waaronder k en I elkaar snijden.

bron: pilotexamen havo wiskunde B in 2012, tweede tijdvak

Opgave 21: Scharnierende vierkanten

Bekijk de figuur. Twee scharnierende vierkanten ABCD en APQR hebben zijde 1. Vierkant APQR
kan scharnieren om punt A en schuift daarbij deels over vierkant ABC D. Zo ontstaat een overlapping.

Y 0
0

DS\ FE C D E ¥ E C

Figuur 12

Hoek DAP wordt a genoemd. Er geldt 0° < a < 90°. Punt E is het snijpunt van lijnstuk CD en lijnstuk
PQ. De overlapping APED is symmetrisch in lijnstuk AE.

Bereken de oppervlakte van APED in het geval dat a = 50" @.
Rond je antwoord af op twee decimalen.
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b Voor een bepaalde waarde van « is de lengte van lijnstuk BP gelijk aan 0,6. Bereken deze waarde
van a in hele graden nauwkeurig.

bron: pilotexamen havo wiskunde B in 2011, tweede tijdvak

PAGINA 57



G EXAMENTRAINING P ANALYTISCHE MEETKUNDE

PAGINA 58 MATH4ALL



5 Naar het examen

Samenvatten

Je hebt nu alle theorie voor het havo-examen wiskunde B herhaald. Het is nu tijd om een compleet
beeld van een havo B examen te krijgen door er één te maken.

1.

Bij ‘Functies en vergelijkingen’: hoort alle theorie uit Werken met formules, Functies en gra-
fieken, Lineaire verbanden en Veeltermfuncties.

. Bij ‘Machtsfuncties en differentiéren’: hoort alle theorie uit Veranderingen, Differentiéren en

Machtsfuncties.

. Bij ‘Diverse functies’: hoort alle theorie uit Exponentiéle functies, Logaritmische functies en

Periodieke functies.

. Bij ‘Analytische meetkunde’: hoort alle theorie uit Analytische meetkunde, Vectoren en go-

niometrie en Hoeken en afstanden.

Omdat het schriftelijk eindexamen de helft van je totale eindcijfer
is, wil je een zo goed mogelijk examen doen. Enkele tips kunnen je
daarbij helpen.

1.

Vooraf

Je moet vooraf je kennis goed en in samenhang hebben opge-
bouwd, maar ook gericht examentraining hebben gedaan. Zorg
dat je in de examenperiode goed bent uitgerust...

Spullen mee

Neem alle benodigde spullen mee: pen, potlood en gum, passer, geodriehoek en grafische reken-
machine. Zorg ervoor dat je grafische rekenmachine is opgeladen of neem extra batterijen mee.
Je moet op het examen met pen schrijven, tekenen mag met potlood.

Goed beginnen

Begin niet overhaast meteen met de eerste opdracht, maar bekijk eerst het hele examen. Mis-
schien zijn er opgaven waarvan het onderwerp je direct aanspreekt, of waarvan je de bijbehorende
wiskunde goed beheerst. Dan begin je daar wellicht liever mee.

Bedenk wel dat vaak de eerste opgave een soort van ‘binnenkomer’ is. Maar hij kan over iets gaan
waar jij nu net niet zoveel van weet.

Contexten

Het examen bestaat uit een aantal contexten die elk een eigen titel hebben. De verschillende
opdrachten zijn doorgenummerd met 1, 2, 3, ... t/m het laatste nummer. Dus binnen een bepaalde
context is de eerste opdracht niet altijd nummer 1. Bekijk zo’'n context eerst als geheel, begin
niet meteen aan de opdrachten. Markeer trefwoorden en belangrijke formules. Bijvoorbeeld
de gebruikte eenheden kun je maar beter even markeren.

De opdrachten

Begin pas met de eerste opdracht binnen een context als je ook echt begrijpt wat er van je ge-
vraagd wordt.

Bij iedere examenvraag staat aangegeven hoeveel punten je voor deze opdracht kunt krijgen. Het
aantal punten geeft je een idee uit hoeveel stappen jouw uitwerking moet bestaan. Zorg dat de
uitwerking van een opdracht zoveel mogelijk op één pagina staat, dan krijg je geen overschrijf-
fouten bij het doorwerken op de volgende bladzijde.
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6. Grafische rekenmachine gebruiken

Bekijk goed of je gebruik kunt maken van de grafische rekenmachine (GR). Bij havo wiskunde
B mag je soms met je GR een vergelijking oplossen. Schrijf dan duidelijk op hoe je de GR hebt
ingezet. Bijvoorbeeld de ingevoerde formules en het ingestelde venster. Schrijf ook de functies
die je gebruikt om snijpunten, maxima/minima te bepalen.

LET OP: Als er staat "Bereken exact..." of "Bereken algebraisch..." mag je je GR alleen gebruiken
voor eventuele afgeronde eindantwoorden, niet voor tussenstijdse bewerkingen.

7. Bijlagen gebruiken

Veel wiskunde examens bevatten één of meer uitwerkbijlagen met een tabel, een grafiek of een
andere (meetkundige) figuur. Als je daar iets uit moet aflezen, geef dit dan op de uitwerkbijlage
aan. Bij aflezen uit een tabel kun je de afgelezen waarde markeren. Bij aflezen uit een grafiek
teken je stippellijnen evenwijdig aan de assen. Bij meetkundige figuren is het belangrijk om dui-
delijk te laten zien hoe je iets hebt getekend. Zo verlies je geen punten bij het werken met een
uitwerkbijlage.

8. Opdracht klaar?

Heb je een opdracht klaar, lees dan de vraag dan nog eens. Ga na of je wel antwoord hebt gegeven
op de vraag, of je goed hebt afgerond en of je de juiste eenheid hebt vermeld.

9. Even geen idee?
Als je bij een opdracht niet weet wat je moet doen, blijf er dan niet te lang over nadenken. Geef

jezelf even de tijd om iets te proberen en als dat niet helpt, ga dan door naar het vervolg. Anders
kom je in tijdnood.

10. Klaar?

Als je door het examen heen heb gewerkt, ga dan niet meteen weg, maar neem even een paar
minuten rust. Gebruik de resterende de tijd om te bekijken of je nog wat kunt aanvullen of verbe-
teren, loop alles nog een keer langs. Je zult zien dat je er nog fouten uithaalt. Maar bedenk wel:
bij twijfel kun je meestal het best je eerste antwoord laten staan!
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Examen

Opgave 1: Cirkel en lijn

De cirkel ¢ en de lijn I worden gegeven door \y
c:x2+y2=9enl:y=-%x+5. Zie figuur.
/
C

a Toon aan dat ! raakt aan c.

Cirkel c snijdt de negatieve y-as in het punt A. Lijn

I snijdt de x-as in het punt B. De lijn k is de lijn door

A en B. Zie figuur. B

Lijnen k en I lijken elkaar loodrecht te snijden. 0 X
b Onderzoek of dit het geval is.

bron: examen wiskunde B havo in 2017, eerste tijdvak, eer- k

ste opgave

A

Opgave 2: Experimenteren met bacterién

Wanneer men bij een experiment bepaalde bacterién in een reageerbuis plaatst en voldoende voeding
toedient, neemt het aantal bacterién in de reageerbuis exponentieel toe. Van zo’'n experiment is in
figuur 1 log (N) uitgezet tegen t. Hierin is N het aantal bacterién in de reageerbuis en t de tijd in
uren.

log(N) | |
gT | | //

Vo

3 //

2 //

|

0 ! > 3 4 5 6 71 8

— ¢ (uren)

figuur 1

In figuur 1 is af te lezen dat aan het begin van het experiment geldt dat log (N) = 1 en dat na 8 uur
geldt dat log (N) = 7.
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Uit het verband in figuur 1 volgt dat het aantal bacterién in de reageerbuis tijdens het experiment
met ongeveer 3% per minuut toeneemt.

Bereken dit percentage in één decimaal nauwkeurig.

Bereken in hoeveel minuten het aantal bacterién in de reageerbuis verdubbelt. Rond je eindantwoord
af op hele minuten.

Om het aantal bacterién in een reageerbuis te bepalen meet men het percentage doorgelaten licht.
Er bestaat een verband tussen het percentage licht dat door een reageerbuis met bacterién wordt
doorgelaten en de zogeheten optische dichtheid. Dit verband wordt gegeven door de formule:
L=100-10"P

Hierin is L het percentage doorgelaten licht en D de optische dichtheid.

Verder heeft men op basis van eerdere experimenten het verband tussen de optische dichtheid D

en het aantal bacterién in de reageerbuis N gevonden. Dit verband is weergegeven in figuur 2. Deze
figuur staat ook vergroot op de uitwerkbijlage.

0,15
D
(
0,10 -
| =
T
/’//
0,05 .
//Y
/ ]
0
0 1,0-107 20107 30107
R N
figuur 2

Tijdens een experiment laat een reageerbuis met bacterién 84% van het licht door.

Bepaal het aantal bacterién in de reageerbuis. Geef je antwoord in miljoenen nauwkeurig en licht je
antwoord toe. Maak daarbij gebruik van de figuur op de uitwerkbijlage.

bron: examen wiskunde B havo in 2017, eerste tijdvak, tweede opgave
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Opgave 3: Twee functies met een wortel

De functies f en g zijn gegeven door f(x) = VX + % en g(x) =3Jx — %
Het punt S is het snijpunt van de grafieken van f en g. Zie de figuur.

y

0

figuur 1

De grafiek van f heeft één top. Dit blijkt punt S te zijn.

Bewijs dat S een top is van de grafiek van f.

bron: examen wiskunde B havo in 2017, eerste tijdvak, derde opgave

Opgave 4: Speerwerpen

Een bekend onderdeel van de atletiek is het speerwerpen. De baan van een speer is een deel van een
parabool. In deze opgave verwaarlozen we de luchtweerstand, de lengte van de speer en de hoogte
waarop de speer wordt losgelaten. De baan van de speer kan worden beschreven met de volgende
formules:

1. h=0,707-b-t—4,91-t2

2. d=0,707-b-t

Hierbij is:

o t detijd die de speer in de lucht is in seconden;

« b de beginsnelheid waarmee de speer geworpen wordt in m/s;

« h de hoogte van de speer in m op tijdstip t;

« d de horizontaal afgelegde afstand van de speer in m op tijdstip t;

Door in formule 1 h gelijk te stellen aan 0, is uit te rekenen na hoeveel seconden de speer op de grond
komt. Hiermee is vervolgens met behulp van formule 2 de totaal horizontaal afgelegde afstand van
de speer uit te rekenen.

Een speerwerper gooit een speer met een beginsnelheid van 25 m/s.

Bereken hoe ver de speer volgens de formules gegooid wordt. Geef je antwoord in hele meters nauw-
keurig.
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Uit formule 2 volgt:

d

t= 57075

Door deze formule te substitueren in formule 1 kan worden aangetoond dat (bij benadering) geldt:

h=d-38. qd?

Toon dit laatste op algebraische wijze aan.

Volgens de formules werd de speer bij het vestigen van het wereldrecord voor mannen in 1996 met
een snelheid van 31,1 m/s geworpen.

Tijdens een experiment laat een reageerbuis met bacterién 84% van het licht door.

Bereken algebraisch de maximale hoogte die de speer volgens de formules bereikt zou hebben tijdens
dit wereldrecord. Geef je antwoord in hele meters nauwkeurig.

Een atleet gooit de speer vanaf de afwerpboog. Dit is een deel van de cirkel met het zogeheten
8m-punt als middelpunt en een straal van 8 meter. De speer moet landen in het gebied binnen twee
lijnen die een hoek van 28,65° met elkaar maken. Deze twee lijnen snijden elkaar in het 8m-punt.

De gemeten afstand wordt als volgt gemeten:

« trek een rechte lijn vanaf de plek waar de speer landt tot het 8m-punt;
« de lengte van het deel van deze lijn van de plek waar de speer landt tot de afwerpboog, is de
gemeten afstand.

Door deze manier van meten kan het voorkomen dat er een verschil is tussen de werkelijk geworpen
afstand en de gemeten afstand. In de figuur staat hiervan een bovenaanzicht.

gemeten afstand

De winnaar van het speerwerpen bij de mannen op de Olympische Spelen van 2012 won met een
gemeten afstand van 84,58 meter. Als hij zou hebben geworpen volgens de situatie in de figuur, dan
zou zijn werkelijk geworpen afstand groter zijn geweest.

Bereken in hele centimeters nauwkeurig het verschil tussen de gemeten afstand en de werkelijk ge-
worpen afstand in deze situatie.

bron: examen wiskunde B havo in 2017, eerste tijdvak, vierde opgave
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Opgave 5: Gebroken functies

1

De functie f is gegeven door f(x) = 5553-

De grafiek van f heeft een snijpunt A met de y-as.
De lijn I is de raaklijn aan de grafiek van f in A. Zie figuur 1.

figuur 1

1
X+§.

©oIN

Een vergelijkingvanlis y = -
Toon dit op algebraische wijze aan.

Bereken exact de afstand van I tot de oorsprong.

1

De functie g is gegeven door g(x) = PSTICITE

De lijn m is gegeven door y = 411'

Op het interval [-2m,211] snijdt m de grafiek van gachtereenvolgens in de punten B, C, D en E. Zie
figuur 2.

~.B8 6 N D E

figuur 2

Bereken exact de afstand tussen B en E.

bron: examen wiskunde B havo in 2017, eerste tijdvak, vijfde opgave
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Opgave 6: Kookpunt van water

Het kookpunt van water is de temperatuur waarbij water gaat koken.
Het kookpunt T is afhankelijk van de luchtdruk p met p in baren T in °C.
In de figuur is het verband tussen log (p) en T weergegeven.

l —

log(p) -
o T
/
=1 //’/
L~

D Nl

7

-3 } }

0 20 40 60 80 100 120
—T(°0)

Onder normale omstandigheden is de luchtdruk op zeeniveau 1,0 bar en is het kookpunt van water
bij deze luchtdruk 100 °C.

Op de top van Mount Everest is de luchtdruk 0,31 bar. Hierdoor is het kookpunt van water op de top
van Mount Everest een stuk lager dan op zeeniveau.

Onderzoek met behulp van de figuur op de uitwerkbijlage bij welke temperatuur water op de top
van Mount Everest gaat koken. Geef je antwoord in hele °C nauwkeurig.

Het verband dat in de figuur is weergegeven, kan benaderd worden met de formule:

log (p) = 5,68 — %

Hierin is p de luchtdruk in bar en T het kookpunt van water in °C.

Op zeeniveau, bij een luchtdruk van 1,0 bar, kookt rijst in water bij een temperatuur van 100 °C. Als
de rijst in een hogedrukpan wordt bereid onder dezelfde omstandigheden, maar bij een temperatuur
van 130 °C, is de rijst sneller gaar als gevolg van de hogere druk.

Bereken de druk in bar in een hogedrukpan als de rijst aan het koken is. Geef je antwoord in bar in
één decimaal nauwkeurig.

In de gegeven formule is log (p) uitgedrukt in T.

Druk T uitin p.

bron: examen wiskunde B havo in 2017, eerste tijdvak, zesde opgave
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V1

Antwoorden

1 Functies en vergelijkingen

Los de ongelijkheid op: %Hd2 > 70

Hiervoor moet je eerst de bijbehorende vergelijking oplossen:

70 = %Hd2
704 _ 2
- =d

d

280 _ [280
Vo Vd=-7

Als je vervolgens yq, = %Hd2 en y, = 70 plot met de grafische rekenmachine, zie je dat het interval

buiten de gevonden waarden van d overeenstemmen met het antwoord van de op te lossen ongelijk-
heid. Dit geeft:

d<-{Zvd> |20 g<-94vd>94.

Omdat een diameter niet negatief kan zijn, geldt bij een diameter van d > 9,4 dat een spin genoeg
vliegjes kan vangen om te overleven.

x-as: y = 0 en hieruit volgt 0 = 2x + 3.

Dit geeft x = - 1% zodat A(- 1%,0).

y-as: x =0 en hieruitvolgt y =2-0+ 3.

Dit geeft y = 3 zodat B(0,3).

Het snijpunt op de x-as blijft gelijk, het snijpunt met de y-as wordt (0, - 3).

De richtingscoéfficiént verandert van positief naar negatief, dus g(x) =-2x — 3.

Het snijpunt op de x-as wordt (1%,0), het snijpunt met de y-as blijft gelijk.

De richtingscoéfficiént verandert van positief naar negatief, dus h(x) =-2x + 3.

Het verticale verschil gedeeld door het horizontale verschil tussen de verschillende punten van de
Ay _ 1--2 _ 2,5-1

tabel is: 35 = 5=z = =5 = 0.75. Dit is steeds gelijk, dus er is een lineair verband.

De richtingscoéfficiént is 0,75, dus y = 0,75x + b.
(0,1) invullen geeft y =0,75x + 1.
(a; 8,5) invullen in y =0,75x + 1 geeft a = 10.

_ Ay _-9-7 _ 16 _ _ _
=Ax - 5-3=-%§ = 2,dusy— 2X + b.

Q

De codrdinaten van een gegeven punt invullen geeft b = 1.
Het functievoorschriftis y =-2x + 1.

Dat gaat zo:

3x—-7 = -x+10
4x = 17

_ 41
X_4:Z
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Dat gaat zo:

3 —%(x+6)

10-2x = -3x—-18

x = -28
Dat gaat zo:
1-(x-3) = 2@8x-7)
4—-x = 6x—-14
7x = 18
X = %:2%
Dat gaat zo:
5(x—2) = 243
5x —10 = 23
5x = 2v3+10
X = %w/§+2

Bereken de x-codrdinaat van snijpunt met x = 2x + 3.

X = 2x+3
-x =3
x = -3

Plot de grafieken van y; = x en y, = 2x + 3.
Oplossing: x < -3.

Bereken de x-codrdinaat van het snijpunt voor %x - %(x —4) = %x + 1%

1 1 _ 1 3
—X—§X+2 = ZX+1Z

3
4x —6x+24 = 3x+21
-5x = -3
3
X=§

Plot de grafieken van y; = %x - %(x —-4) = -%x +2eny,= %x + 1%.

Oplossing: x = %

Dat gaat zo:
6x+3y = 2
2x+2y =6
vermenigvuldig de onderste vergelijking met 3
{GX +3y = 2
6x+6y = 18 ) trek de vergelijkingen van elkaar af
-3y = -16
1
y =953
X = -2%
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Dat gaat zo:
{- x—4y = 1
y = -2x+ 5) substitueer de onderste vergelijking in de bovenste
-x—4(-2x+5) =1
-x+8x—-20 =
7x = 21

x=3eny=-1

Dat gaat zo:
3x-2y = -4
2x -4y =1
vermenigvuldig de bovenste vergelijking met 2
{6x -4y = -8
2x = 4y = 1 ) trek de vergelijkingen van elkaar af
4x = -9

1 3
X=-ZZeny=-1§

Als je de snijpunten probeert te berekenen, lukt dit niet. Het stelsel is niet op te lossen.

Als je de lijnen herleidt tot de vorm y = ax + b, zie je dat beide lijnen dezelfde richtingscoéfficiént
hebben en dus evenwijdig zijn (zonder samen te vallen, omdat de vergelijkingen verschillend zijn). Je
noemt het stelsel strijdig.

R=2p+32p—-3)+20=8p+11
K=-2(-v—-3)—-5v+22=-3v+28

Ga uit van f(x) =ax? + bx + c. Vul de punten P, Q en R in:
P0,1):a-02+b-0+c=1enditgeeftc=1.
Q2,4):4=a-2?+b-2+1 ofwel 4a +2b = 3.
R(4,9):9=a-4%>+Db-4+1 ofwel 16a +4b = 8.

Los nu dit stelsel van vergelijkingen op:

4a+2b = 3
16a+4b = 4
vermenigvuldig de bovenste vergelijking met 2

{ 8a+4b =6

16a+4b = 8 D trek de vergelijkingen van elkaar af

-8a = -2

-1 -

a=zenb=1

Dit geeft: f(x) = %xz +x+1
Grafiek door (65,800) en (85,700) geeft: 800 = 65a + b en 700 = 85a + b.
Dit stelsel oplossen geefta=-5en b =1125.

Zie de tabel.

leeftijd I 25 35 45 55 65 75 85
gemiddelde botdichtheid GB 960 950 940 900 800 750 700
toename gemiddelde botdichtheid AGB - -10 -10 -40 -100 -50 -50

In de periode 25 tot 45 jaar is er volgens de tabel sprake van een afname van gemiddeld 10 GB per
10 jaar.
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10a a < 0, zodat de grafiek van g een bergparabool is. Het functievoorschrift van f is van de vorm
f(x) = a(x — m)(x — n) waarbij (m,0) en (n,0) de snijpunten zijn met de x-as.
De codrdinaten van de snijpunten met de x-as zijn daarom (- 3,0) en (1,0).

b Oplossing:

gx) = -z(x+3)(x—1)

g(x) -l(x2+2x—3)

2
g(x) -%xz—x+1%

c¢ Dat gaat zo:

I
1
N

x

gx) —x+1%

g(x) (x2+2x)+1%

= N~ N

g0 = -z(x+D*-1)+13%

A+ D2+ 414

g(x)

gx) = -s(x+1)2%+2

d De karakteristieken zijn:
« bergparabool
o top(-1,2)
« snijpunt met de y-as (0,1%)
e snijpunten met de x-as (-3,0) en (1,0)

GR: y; =- %xz — X+ 1% met venster bijvoorbeeld [-5,5] x [-5,3].

11 a De rekenstappen vanuit x zijn:

-4 ()2 x2
X—=..—>...—> 32

Terugrekenen:
-4 .4 ()% x2
8 - 4 —16->32
0 -4
Hieruit volgt x = 0 v x = 8. Controleer dit door in te vullen.

b Dat gaat zo:

2(x —4)% = 32
(x-4)% = 16
x—4 =4vx—-4=-4
x =8vx=0

c¢ Dat levert meer werk op. Nu kun je de vergelijking met een rekenschema of met de balansmethode
oplossen.

12 a Dat gaat zo:
225-x2 =0
x2 = 225
X = 4225 =15v x=-4225=-15
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Dat gaat zo:

2x(x = 3) =
2x2 -6x -8 =
x2-3x-4 =
x+1D)(x-4) =
x =-1vx=4

S O O @

Dat gaat zo:
5x2 = 16x -3
5x2-16x+3 =0

D=(-16)2-4.5.3=256-60 = 196

16—/196 16+y196
= o VX= 0

X = =1
x=% = %VX=3
Dat gaat zo:
x2 = 71x
x2-71x =0
xX(x=71) =0

x =0vx=71

Los eerst de bijbehorende vergelijking op.

4x2 = 4x
4x2-4x =0
A4x(x—-1) =0

4x = 0vx—-1=0
x =0vx=1

Schets of plot vervolgens de grafiek en lees de oplossing af: 0 < x < 1.

Los eerst de bijbehorende vergelijking op.

2x% +4x = 16
2x%2 +4x-16 = 0
x242x-8=0
x+4)(x-2) =0

X =-4vx=2

Schets of plot vervolgens de grafiek en lees de oplossing af: x <-4 Vv x > 2.

A en B liggen op dezelfde hoogte, dus de symmetrieas is x = 6.
Dus f(x) = a(x — 6)2 +q.

Vul de punten A en C in:

A2,-3): a(2-6)2 + q=-3 ofwel 16a+ q =-3.

B(0,15): a(0 — 6) + q = 15 ofwel 36a + q = 15.

Los dit stelsel van vergelijkingen op:

{160+q = -3
36a+q = 15 ) trek de vergelijkingen van elkaar af
-20a = -18
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9 2
Dusa= 5enqg=-1753.

Dit geeft: f(x) = 15(x —6)% —172.
In verband met de symmetrie komt de bal vanaf het hoogste punt nog 40 meter verder, ditis 2-40 = 80
meter.

De top is het punt (40,8), dus h(x) = a(x — 40)2 + 8.
Bekend is dat h(0) = 0 (en dat h(80) = 0).

Dit invullen bij f(x) geeft: a(0 — 40)2 +8=1600a +8 =0 zodat a = - % =-0,005.

Hieruit volgt f(x) = -0,005(x — 40)2 + 8.
22 + 2k +10 =10 geeft k = - 2.

De top van de parabool ligt bij x = 7" = -%k.

Opdey-asisx=0,dUS-%k=0enk=o_
2
f(xtop) = f(‘%k) = 0 geeft (-%k) +k._%k+ 10.
Dus 1k2 — Lk2 410 = 0 zodat k2 = 40 en k = *v40.
2
Cwadtsattslisen: 0 = 03742843 =+ x4 3 (x4 1)~ &+ 2) el 2P

“aa

De top is( L1 +3).

Omdat deze top op de lijn I liggen, moet: % +3=2- % +4 enditgeefta=1.
Omdat de lijn de parabool raakt heeft de vergelijking px2 = px — 1 slechts één oplossing. De discri-
minant van px% — px + 1 = 0 is dan 0.
D=(¢p)?-4-p-1=p2-4p=0geeftp=0vp=4.

Bij p = 0 is er geen parabool, zodat alleen p = 4 voldoet.

Uit h(x) = ax? + ¢ en h(0) = 13,0 volgt h(x) = ax? + 13,0.

De x-coordinaat van punt B is %AB = % -38,5 =19,25.

Er geldt f(xg) = 0 zodat a- (19,25)% + 13,0 = 0.

Hieruit volgt a = -0,0351.

x%2 —6x =2x —12 geeft x2 —-8x +12=(x—2)(x—6)=0enx =2V x = 6.

A(2,-8) en B(6,0) geeft AB = (6 —2)% + (0 —-8)2 = y80.

x2 —6x =2x + p geeft x2—8x —p =0.

D=(-82-4-1--p=64+4p=0alsp=-16

Uit x2 —6x = 0 volgt x(x —6) =0 en x =0 v x = 6 dus A(6,0).

De x-coordinaatvan T is % = 3, zodat T'(3,-9).

Omdat A(6,0) de top van de grafiek van g is, heeft het functievoorschrift de vorm g(x) = a(x — 6)2.
T ligt op de grafiek van g, dus a(3 — 6)2=-9ena= g =-1.

Hieruit volgt g(x) = - (x — 6)2.

-0,0306x2 + 56,6 = 0 geeft x2 = 1849,76...
De oplossingen zijn x = -43,01 en x = 43,01.
Dit geeft een breedte van 86,0 meter.

PAGINA 72



b

22 a

<)

De hoogte van de hangar is 56,6 meter.

De oppervlakte van de opening van de hangar is % -86,0-56,6 ~ 3245 m>.

De gevraagde inhoud is 3245 -175 =~ 568000 m3.

Als de Airbus A380 in het midden van de hangar zou staan, is de x-codrdinaat van het (rechter-)

vleugeluiteinde % = 39,9.

-0,0306 - 39,92 + 56,6 ~ 7,9: de hoogte van de hangar is daar (ongeveer) 7,9 meter.
Dit is minder dan 11,0 meter, zodat de Airbus A380 niet in de lengterichting in de hangar past.

Of:

De vergelijking - 0,0306x2 +56,6 = 11,0 moet worden opgelost (om de x-codrdinaat van het (rechter-)
vleugeluiteinde te berekenen).

De oplossing 38,6 = x geeft op 11,0 meter hoogte een breedte van ongeveer 2 - 38,6 = 77,2 meter.
Dit is minder dan 79,8 meter, zodat de Airbus A380 niet in de lengterichting in de hangar past.

De formule is een kwadratisch verband, zodat de t-codrdinaat van de top is tsym = % = 25,32.

Het maximum is G(25) = 359.
Aflezen van de maximale waarde geeft 377 kg.
Het verschil is 377 — 359 = 18 kg.

In het jaar 2000 is t = 40.

G(40) = 332

V *(40) = 35

Voor de productie van 35 kg vlees is 35-4 = 140 kg graan nodig.

In het jaar 2000 was ongeveer 332 — 140 = 192 kg graan over voor voeding van de mens.
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2 Machtsfuncties en differentiéren

Bereken de windsnelheid van de eerste tornado. Gebruik de gegeven formule voor de fujita-schaal.

2
32 = (¢5)° -2
2
52 = (%)’
by 522 = 11,858
vy = 11,858-6,3 = 74,704[ 2]

Bereken vervolgens vy: vy =1,4-vq = 104,586 m/s.

Hieruit volgt de waarde op de fujita-schaal voor de tweede tornado:
2 2 2
Fu=(g%)° -2=(*%3%)% -2=16,6013 -2=6,508 -2 = 4,508 ~ 4,5

Er is geen recht evenredig verband.

De x-codrdinaat van het tweede punt is drie keer zo groot als de x-codrdinaat van het tweede punt,
maar de y-codrdinaat van het tweede punt is niet ook drie keer zo groot als de y-codrdinaat van het
eerste punt.

Er is geen omgekeerd evenredig verband.

De x-cod6rdinaat van het tweede punt is drie keer zo groot als de x-codrdinaat van het tweede punt,
maar de y-codrdinaat van het tweede punt is niet 1/3 keer zo groot als de y-codrdinaat van het
eerste punt.

Er is een recht evenredig verband met formule y = - %x.

Er is een omgekeerd evenredig verband, want de formule is te schrijven als y = %

(10,3) invullen geeft ¢ = 30, dus formule y = 3,(—0.

Geen van beide, er zijn vaste kosten.
Het brandstofverbruik is recht evenredig met het aantal gereden km.

Er is een omgekeerd evenredig verband tussen het aantal snoepjes in de zak en het aantal persoon
waar je de inhoud onder verdeeld.

Geen van beide.

Er moet gelden f(x) = ¢ - x3.
Ook moet gelden 2 = ¢ - 33.
Dit geeft: ¢ = %

Hieruit volgt: f(x) = %x3.

Er moet gelden g(x) = %
Ook moet gelden 2 = 3% Dit geeft c = 2-32 = 18.
18

Hieruit volgt g(x) = 2

18

GR: y1 = = x3 en y, = 15 met het standaardvenster.

Snijden: 22—7x3 = % geeft x° = 243 met x = 3 als enige antwoord.
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Er is sprake van y = .

(2,9) invullen geeft 9 = p enc=9.2P,

(3,4) invullen geeft 4 = 3% enc=4-3P.

Uit4.3P =927 volgt 22 = S en (2)” = 2 = (2)%, z0dat p = 2.

Uit 4 = <5 volgt ¢ =4 -9 = 36, dus formule y = 3—2
2
De vergelijking 160m = 5’72d — 4011 moet worden opgelost.

Herleid dit naar d2 = 80 en dan volgt d = V80 (d = -/80 vervalt).
Dit is ongeveer gelijk aan 8,9 cm.

Er zijn twee mogelijkheden.
Mogelijkheid 1:

Er geldt n = ¢-V. Vuln = 500 en v = 320 in en dit geeft ¢ = 352%(;1 = 126—511. Er geldt
n= % . (SHd 4011) en dit is te herleiden tot n = 125‘13&

Mogelijkheid 2:
Met n,,; en V,,; het aantal velletjes op een volle rol respectievelijk het volume van een volle rol

geldt: + = ;2oL

Vol
n 500
Invullen van n,,; =500 en V,,; = 3201 geeft 7 = z55-enn = —16H V.
2 —_—
Er geldt n = 12 - (% - 40n) en dit is te herleiden tot n = 125922000

Achtereenvolgens:

« Een vermenigvuldiging van -3 ten opzichte van de x-as.
« Een translatie van 1 ten opzichte van de y-as.

« Een vermenigvuldiging van % ten opzichte van de y-as.

« Een translatie van 6 ten opzichte van de x-as.
Dit kun je noteren als:

verm. t.o.v. x -as factor-3

y=x yp =-3x*

translatie (1,0)
Vi =-3x — V2 =-3(X—1)

verm. t.o.v. y -as factor 7

o =-3(x—1)% y3 =-32x - 1)*

translatie (0,6) 4
y3=-32x-1)"—— f(x) =-32x-1)"+6

F00=-3@x - D)*+6=-3(2(x - 1))" +6, dus de top is (L,6).
Df=RenBy = (<~ .6].

3R2x—1D*+6=0geeft @x—1)*=2en2x-1=+2.

Dusx=%——‘\1/_VX—2+1‘wl/_

2<=x=<

N~
N =
+
N|—
'
N

Grafiek (schets of GR gebruiken): % -
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7 a Achtereenvolgens:
« Een vermenigvuldiging van 2 ten opzichte van de x-as.
« Een translatie van -4 ten opzichte van de y-as.
« Een vermenigvuldiging van -1 ten opzichte van de y-as.
« Een translatie van - 3 ten opzichte van de x-as.
Dit kun je noteren als:

verm. t.o.v. x -as factor 2

y=x° yi =2x°

translatie (-4,0) 5
V1 =2X3————— Sy, = 2(x +4)

verm. t.o.v. y -as factor-1

Vo =2(x +4)° V3 =2(-x +4)°

translatie (0, - 3) 5
V3 =2(-Xx+4)’ ——>g(x) =2(-x+4)° -3

b g(x)=2(-x+4)>-3=2(-(x—-4))°-3.
Het punt van symmetrie is (4, - 3).

C Dg=Rent=R.

d 2(-x+4)°>-3=0geeft(-x+4)°>=15en-x+4=751,5.
Dus x =4 — §1,5.
Grafiek (schets of GR gebruiken): x <4 — ¥/1,5.

8 a De grafiek van g heeft een top bij (2,-2). De formule is daarom van de vorm y = a(x — 2)% - 2.
De grafiek gaat door het punt (0,6).
Vul dit in de formule in: a(0 — 2)* — 2 = 6 geeft a = 0,5.

De formule is: f(x) = 0,5(x — 2)4 - 2.
b 0,5(x—2)*-2=0geeft (x —2)* =4 geeft x =2 + 4.
De afstand is 2 - ¥4 = 2,83.
9a 88+4x3=12geeft x3=-19en x =-7109.

Dat gaat zo:

(ix+5)" = 81

ul
I

X + 3v%x+5=-3

Wl =

X =-2Vgx=-8

W=

X =-6Vvx=-24

¢ Dat gaat zo:

x’ = x
x7=x =0

x(x6-1) =0
x=0v x6-1=0
x=0v x6=1
x=0V x=1vx=-1
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Dat gaat zo:
2x° +6x2 =0
2x2(x3+3) =0
2x2 = 0vx3+3=0
x =0vx=%y-3=-33

Los eerst de vergelijking op.

2x3 = 12
x3 =6
x = 36

GR: oplossing x = V6.
Los eerst de vergelijking op.
x*—x = -5x%

6x*—x =0
x(6x3-1) =0
ovex3-1=0

_ 31
X OVX—\/;

X =OV><=3L

76

X

GR: oplossing x =0V x = %.

Door middel van terugrekenen kun je een tabel maken.

X 3 2 1 0 1 2 3
1 1 1 1 1 3 1
Y 53 13 33 33
A - 1 1 1 1 1 1
Y -6 -3 23 23 -3 -65

Teken deze punten in een assenstelsel en teken er een grafiek door.

In het punt (0,1). Je weet natuurlijk niet wat de grafiek tussen twee berekende punten doet.
f'(x) = 3x2 +4x

f'(x) =3x2+4x =0geeft x3x+4)=0endus x =0V x = -%.

Schets de grafiek van f of maak een tekenschema.

Dus max.f(-%) = -% en min.f(0) = -5.

De raaklijn heeft de vorm [ : y = ax + b.
Ergeldta= f'(1)=7,zodatl:y=7x+Db.
f(1)=-2invullen geeft 7-1+ b =-2.
Hieruit volgtb=-9enl:y=7x-09.

f'(x)=3-5--23x —4)* =-303x —4)*

f'(x)=0als x = 2 maar f'(x) is verder overal positief, dus de grafiek van f is altijd stijgend,

3’

Voor x = % (het symmetriepunt).

behalve
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De richtingscoéfficiént van [ is - 30.
De afgeleide in de gezochte punten is daarom ook - 30:

-303x —-4)* = -30
Bx-4)* =1
3x—4 = -1v3x—-4=1
X = 1Vx=1%

fG1)=2enf(13)=-2.

De gevraagde punten zijn (-1,2) en (1%2)

f(x)=18x2—3x3
f'(x) = 36x — 9x2
gdx)=4-x+573-1=4(x+5)3

5
h(x)=2(-%x+3) +3

, 1 1 4 1.4
hW(x)=-3-52(-3x+3) =-5(3-3x)

J ) =8x3+2-22x +1)% =8x3 +4(2x +1)2
f(x)=x3+x2—16x—16

f'(x) = 3x2 4+ 2x — 16 = 0 geeft metdeabc-formulex=-2%VX=2.

De x-codrdinaat van de bedoelde top is 2.
f(2) =-36, dit geeft als y-codrdinaat van de bedoelde top - 36.
De codrdinaten van de top zijn: (2, - 36).

Voor de y-coordinaat van punt P geldt y,, = f(0) =-16.

(x + 1)(x2 - 16)
x+1

0
Ovx2-16=0
-lvx=-4vx=4

X

Dit geeft xo = 4.

-16-0 _
0—d = 4.

Een vergelijkingvan k is k : y = 4x — 16.

De richtingscoéfficiént van k is

In dat geval moet de vergelijking v4x — 12 = 2x — 5 geen oplossingen hebben.

4x —12 = 2x —5)2
4x —12 = 4x2 -20x + 25
4x%2-24x+37 =0

De discriminant D = (-24)2 —4.4.37 =-16 is negatief, dus deze vergelijking heeft geen oplossingen.
Hieruit volgt dat de lijn en de grafiek van f elkaar niet snijden.

vidx —12:
» Eerst een translatie ten opzichte van de y-as met 12.

« Dan een vermenigvuldiging ten opzichte van de y-as met 411'

Dit kun je noteren als:

translatie (12,0)

g(x) =x g1(x) =x =12
verm. t.o.v. y -as factor %
g1 (x) =vx =12 f(x) =+4x —12
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Of:
Vax —12 = J4(x = 3):

« Eerst een vermenigvuldiging ten opzichte van de y-as met %.

« Dan een translatie ten opzichte van de y-as met 3.
Dit kun je noteren als:

verm. t.o.v. y -as factor 1

g0) = VX S g1(x) = Vax

translatie (3,0)

g1 (x) = VAX——— S f(x) =4x =3
Of:
Vax —12 = JA(x = 3) = 2v/x - 3:

« Eerst een vermenigvuldiging ten opzichte van de x-as met 2.

« Dan een translatie ten opzichte van de y-as met 3, of omgekeerd.

Dit kun je noteren als:

verm. t.o.v. x -as factor 2

g(x) =x g1(x) = 2Jx

translatie (3,0)

g1(x) =2Vx f(x)=2Jx-3

Dat gaat zo:

3-2/5-x = -1
-26-x = -4
V5—x =2
5—-x =4

x =1

Dat gaat zo:

6YXx +12 = 54
63x = 42
Ix =7

x = 73 =343

Dat gaat zo:
V3—x Yx -1
B3 -x)?
9 —6x + x2
x?—-7x+10 = 0
(x —2)(x —5) 0
X =2Vvx=5

x—1

x—-1

x = 5 voldoet niet.
De uitkomst is x = 2.

Dat gaat zo:

\/x2+4 = x+1
x2+4 = (><+1)2
x2+4 = x2+2x+1

2x = 3
1
X=1§
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Los eerst de bijbehorende vergelijking op:

5-2-Y3-x =3
-2-Y3-x = -2
3-x =1
3—-x =1
-X = -2
x = 2

Plot met de grafische rekenmachine weerszijden van de ongelijkheid.

De wortelfunctie aan de linkerkant is gedefinieerd voor 3 — x = 0, ofwel als x < 3.
De oplossing van de ongelijkheid is 2 = x = 3.

Los eerst de bijbehorende vergelijking op:

243x = 2x—-12

V3x = x—-6
3x = (><—6)2
x%2 -15x+36 = 0
x =3vx=12

x = 3 voldoet niet.
Plot met de grafische rekenmachine weerszijden van de ongelijkheid.

De wortelfunctie aan de linkerkant is gedefinieerd voor x = 0.
De oplossing van de ongelijkheid is 0 < x < 12.

1
2

f(x)=-3+2x+6)

1
f)=2-32x+6) % = —=—, dus f'(13) = —— =

VZx+6 ,’2-1%+6

De richtingscoéfficiént van de raaklijn is % dit geeft als raaklijn een vergelijking van de vorm

W] =

y = %x + b.
Invullen van de codrdinaten van A(l%,o) geeft % . 1% + b =0 en hieruit volgt b = - %

De vergelijking van de raaklijn door A is hiermee y = %x - %
Lijn BC is een verticale lijn en punt S ligt op BC: xg =-3.
Punt S ligt ook op de raaklijn van punt A, zodat y = % --3— % =- 1%.

-3+-3 0+-3
2 2

Het midden van lijn BC is ( ) = ( 3,-1%) en dat is gelijk aan de berekende codrdinaten

van punt S.

« Eerst een translatie van 6 ten opzichte van de y-as.
« Dan met 50 vermenigvuldigen ten opzichte van de x-as.
« Tot slot een translatie van 10 ten opzichte van de x-as.

Dit kun je noteren als:

1 translatie (6,0)

1
y=x——">W =

X—6

verm. t.o.v. x -as factor 50

Y1 =x=% Y2 =36
translatie (0,10)
50 50
Vo=3g——f(X¥) =5 +10
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De noemer van de functie wordt 0 voor x = 6.
De verticale asymptoot is x = 6.

Vul bij x bijvoorbeeld 1000000 in, dan wordt y = t55o9m0=g + 10 = 0+ 10 = 10.

De horizontale asymptoot is y = 10.

x kan geen 6 zijn, zodat Dy = (< ,6) U (6, —).

y kan geen 10 zijn, zodat Bf ={(«,10)uU (10, -).

Voor x = -4 wordt de noemer van de functie gelijk aan 0.

De verticale asymptoot is x = -4.
6:1000000+4

__ 6000000 _

Vul voor x bijvoorbeeld 1000000 in, dan krijg je: y = 70000004

De horizontale asymptoot is y = 6.

6x+4 _ 6(x+4)-20 _ 6 — 20
x+4 = x+4 - x+4

Pas de volgende transformaties toe:

« Eerst een translatie van -4 ten opzichte van de y-as.

« Dan een vermenigvuldiging met - 20 ten opzichte van de x-as.

« Ten slotte een translatie van 6 ten opzichte van de x-as.

Dat gaat zo:

80 0
(x+10)3

80 . 10
(x+10)

80 = 10(x+10)3
(x+10)3 = 8
x+10 = ¥8=2

x = -8

Dat gaat zo:

2x -1 = x(3—x)

_1+/5
- 2

Dat gaat zo:

3 -2
x+1 = 2x-1

32x—-1)
6x—-3 = -2x—-2
8x =

Il
1
N
—~
x
+
—_
—~

X =

~ 1000000 —

6.
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Dat gaat zo:

x|

x
AN
-
+
z
I
X U Ul x|m x|
|
x

I
S

f(x)-2+2x+1—4geeft =2en2x+1=2zodat x =0,5.

2x 1
Grafiek op GR heeft verticale asymptoot x =-0,5.
Oplossing: -0,5 < x =0,5.
foO=2+4-2x+1)*!

F(x)=-42x +1)2- 2= 5 2,dusf(2) -2 =-0,32.

De vergelijking van de raaklijn I is van devorm [ : y =-0,32x + b.
f(2)=2,8,dus-0,32-2+ b =2,8, zodat b = 3,44.
De raaklijnisl:y =-0,32x + 3,44.
Er moet gelden f'(x) = -

-8 _

ex+1)2 2
2x+1)% =4
2x+1 = +/4=+2
x =05vx=-1,5

Dus in de punten (0,5;4) en (-1,5; 0).

De richtingscoéfficiént van de raaklijnen van functie f vind je met f'(x) = -3x2 + 4.
De richtingscoéfficiént van de raaklijn aan de grafiek van f in de oorsprong is ' (0) =
gx)=1-(ax+ 1)'2

2a
(a><+1)3

gx)=0—-a--2(ax+ 1)' = 2a(ax + 1)

De richtingscoéfficiént van de raaklijn aan de grafiek van g in de oorsprong is g'(0) = 2a.
De raaklijnen van f en g voor x = 0 moeten elkaar loodrect snijden, er moet daarom gelden:

f'(0)-g'(0)=-1,dus 4-2a=-1.
Dit geeft a = -%.

fX)=(x+1)(x>-5x+5)=0geeft x+1=0vx%2-5x+5=0.
x = -1 hoort bij het snijpunt van f met de negatieve x-as.

2_5x+5=0geeftx, =358 =21 L Fyx,=3t5_71 1

11 1,1
_ XatXp _ 27—71/5-1—274—7\6 _ 21
XM=—"7 = 2 =43

FOO=x+1)(x2-5x+5)=x3-5x2+5x+x2-5x+5=x3-4x2+5
f'(x)=3x%-8x=0geeft x(3x—8) =0en x =0V x =23.

S 2
Hieruit volgt x¢c = 23.

1

. 2 1
D|tgeeftXC—XM=2§—2§_ 5"
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Voor T =10 geldt R = 15 + 557552 2903270 = 177-

Voor T = 20 geldt R = 15 + 5755 503220 = 701

De overlevingstijd is % ~ 4 keer zo groot.

5 uur is 300 minuten.

7,2 _ 7,2 _ —
15+ 0,0785-0,0034T — 300 geeft 0,0785-0,0034T — 285 en 22,3725 —-0,969T = 7,2.
Dus -0,969T =-15,1725en T = 16 °C.

De vergelijking - 2(t — 12)%+64 =40 oplossen geeft (t — 12)2 =12, zodat t = 12+y12ent = 12—+12,

Gedurende 12 +v12 — (12 = ¥12) = 2/12 = 7 jaar ligt de gansdichtheid boven de 40.

Gevraagd wordt naar de horizontale asymptoot.
Vul heel grote waarden voor t in in de formule voor Gs:

_ 80-10000000-1184 __ 80000000 _
G3(1000000) = 4.1000000t-61 ~— 4000000 — 20

De grenswaarde is dan 20.

1

N =

FOO = (x=vX)% =x2 = 2xyX+x =x% =2x 2 4+ x
1

Fo)=2x-15-2x2 +1=x2-3Jx+1

Los de vergelijking (x — ﬂ)z = x op:

X2 —2XJ/X+ X = X

x? =2x/X = 0
x(x=2+/x) =0
X =0Vx=2/x
x = 0V x2=4x
x =0vx(x—4)=0
x =0vx=4

2
Er moet gelden (36 - p\/%) = 36.

36p2 —432p + 1260 = 0
p2—-12p+35 =0
(p-5)(p-7) =0

p=5vp=7

Voor het gemeenschappelijk punt van de grafiek van f met de x-as geldt y-3x + 6 = 0.

Dit geeft x = 2, zodat het gemeenschappelijk punt van de grafiek van f met de x-as (2,0) is.

Invullen van x = 2 in de vergelijking van k levert: % -2 - % =0.

Lijn k gaat inderdaad door het gemeenschappelijk punt van de grafiek van f met de x-as.
Los de vergelijking v-3x + 6 = - 1%)( + 3% op voor x # 2.

Dit kan algebraisch, maar het mag ook met de grafische rekenmachine.

Voerin: y; =V3x+6eny,= 1%X - 3%.
Het linkersnijpunt zit bij x = 1,02.
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c De afstand d tussen punt A en punt Bis d(p) = -3p + 6 — (-I%p + 3%)

30a

Deze afstand is maximaal als v’ (p) = 0.

3.3 1
v(p) =(-3p+6)2 +13p-35

=

(p) =-3- 3¢ 24133 413
v(p)=-3-5(-3p+6) * +13 2\W+14
v'(p) = 0 oplossen:
-3 3 _
2vaprc Tra =0
3 - .13
2/-3p+6 4
3=%-2m
6
V-3p+6 = =
36
-3p+6=m
37
p=13%~18

Bereken eerst de codrdinaten van A: f(0) =4 en hieruit volgt A(0,4).

Los vervolgens de vergelijking - % + 2 = 0 op. Dit geeft x = 3. Hieruit volgt B(3,0).

De verticale asymptoot vind je voor die waarde van x die de noemer van de functie 0 maakt. Dit is
voor 2x — 3 = 0. De vergelijking van de verticale asymptoot is x = % = 1%.

De horizontale asymptoot vind je door voor x hele grote (positieve of negatieve) waarden in f in te
vullen, bijvoorbeeld:

£(1000000) = 5r550000=3 + 2 ~ 0 +2 =2

De vergelijking van de horizontale asymptoot van de grafiek van f is daarom y = 2.

Het snijpunt van de asymptoten is het punt s(1%,2)

De lijn door punt A en punt B heeft als richtingscoéfficiént % = -% = - 1% en gaat door A(0,0) en

heeft als vergelijking y = - 1%x +4.

Er geldt: - 1% . 1% + 4 = 2, hieruit volgt dat punt S op de lijn door punt A en punt B ligt.

Na vermenigvuldiging met 2 ten opzichte van de x-as ontstaat de formule: y = 2(- % + 2)

Hieruit volgt: y = - % +4

Nu de translatie (-2,8) toepassen geeft y = 2(- ﬁ +2)+8.
Hieruit volgt: y = - 52 + 12

Vul hierin x = 0 en dit geeft y = 2(- 725 +2) +8 = 0.
De grafiek gaat door de oorsprong (0,0).
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3 Diverse functies

Er is sprake van een exponentieel verband met een verdubbelingstijd van 20 minuten. Om van 1 naar
10° bacterién te groeien wordt een factor 10° overbrugd. Stel dat je hiervoor x verdubbelingen nodig
hebt, dan geldt: 2X = 10°.

Je kunt dit oplossen met behulp van de grafische rekenmachine of met logaritmen.

Je vindt x = 16,6096.

Vermenigvuldig dit getal met de tijd die nodig is om een verdubbeling uit te voeren.

De tijd die nodig is om 10° bacterién te kweken is ongeveer 16,6096 -20 min =~ 332,1928 minuten en
dat is = 5,54 uur (ongeveer 5 uur en 32 min).

De biotechnoloog heeft ongeveer 5 uur en 32 minuten nodig om 10° bacterién te kweken.

1

9?2=80 =122 —22dus g =222 = y2,2~ 1,48.
1

g%t =7228 ~ 3002 ~ 4,84 dus g = 4,847 = V4,84 ~ 1,48.

Bij elke At =1is g = 1,48.

De beginhoeveelheid is b = 3.

Dus N =3-1,48t.

1
De groeifactor per maand is 1,482 =~ 1,033.

Het groeipercentage per maand is = 3,3%.
Een groeifactor van 0,91 betekent een procentuele afname van (1 —0,91) - 100 = 9%.

De groeifactor per maand is 1,12, de groeifactor per jaar is daarmee 1,122 ~ 3,90. Dat betekent een
procentuele toename van (3,90 - 1) - 100 = 290%.

Ga uitvan N(t) = b - gt.

t=1en N =20geeft20=b-gl.

t=3en N=5geeft5=b-g3.

Beide zijden delen: g2 = 2—50 =0,25,dus g = 0,5.

En uit 20 = b- 0,5 volgt b = 40, dus N (t) = 40-0,5¢.

De groeifactor per week is 0,57 ~ 0,008.

Het groeipercentage per week is = 0,8%.

De grafiek wordt met 12 ten opzichte van de x-as vermenigvuldigd en vervolgens met % ten opzichte
van de y-as. Andersom is ook mogelijk.

De grafiek van f heeft een asymptoot y = 0.

Df =R enBf =0, -).

De grafiek wordt vermenigvuldigd met - 1 ten opzichte van de x-as.

Daarna wordt de grafiek verschoven met 1 ten opzichte van de y-as.
Tenslotte wordt de grafiek verschoven met 25 ten opzichte van de x-as.

De grafiek van g heeft asymptoot y = 25.
Df =R en Bf = (« ,25)

In 2000 was de menselijke component 85 (ppm).

De groeifactor per 70 jaar is % =~ 5,67.

1
De groeifactor per 10 jaar is (?—g) 7 ~ 1,28 dus de procentuele toename per 10 jaar is 28%.
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De vergelijking die moet worden opgelost is 15 - 1,025t = 285.

1,025t = 285 _ 19 geeft t =1:02510g19 = 19919 _ ~ 119 en dat valt in het jaar 2049.

log (1,025)
Dat gaat zo:
52t — 125L‘—1
52t — (53)’5—1
52t — 53t-3
2t = 3t-3
t =3
Dat gaat zo:
2 1
2X° = Z_gx

2¥* = 2°2.(23)%

2X2 — 23X—2

x2 = 3x -2
x2-3x+2 =10
x-1D(x=-2) =0
x =1vx=2

3% = 10 oplossen geeft: x = 3log (10).

Dat gaat zo:
2x-3 _ 1 _ -1
34X =3=3
2x-3 = -1
2x = -4
X = -2

Bereken eerst de bijbehorende vergelijking op:

4 (3% = 324

(&)%) =
9% = 81
9X = 92
X = 2

Bekijk de grafiek op je GR. Lees af dat x < 2.

Bereken eerst de bijbehorende vergelijking op:

5x—1 — 252—X

5x-1 _ (52)2—X
x—1=22-x)
x—-1=4-2x
3x =5
X = %:1%

Bekijk de grafiek op je GR. Lees af dat x < 1%.
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log (2)

t — —

~ 6,12.

De verdubbelingstijd is afgerond 6,12 maanden.

1
t_ 1 _ 10g(7) -
0,91 =5 geeft X = m = 7,35

De halveringstijd is afgerond 7,35 maanden.
Er moet uitgerekend worden wanneer K(t) =10V (t).

Voer y; =100-1,12% en y, =10-20-0,91% in op de grafische rekenmachine en bepaal het snijpunt.
De oplossing is x = 3,34.

Of:

t
K(t) =10V (t) geeft 100-1,12¢ =10-20-0,91¢ en (§57) = (333)-

Dus 1,23t =2 ent = 3,34.

Na afgerond 3,34 maanden zijn er tien keer zo veel konijnen als vossen.
f(x)=-2-3%*241=-2.3X.324+1=-18-3X +1
FO)=2(10-23)=5-2.(23)"=-1.8x45

Voor functie f:

y = 2X verschuiven met - 1 ten opzichte van de y-as geeft: y = 2X+1

y = 2X*1 vermenigvuldigen met % ten opzichte van de y-as geeft: f(x) = 24x+1

Dit kun je noteren als:

translatie (-1,0)

y=2X Vi =2X+1

verm. t.o.v. y -as factor %

y1= 2x+1 f(x)= 24x+1
Of:

x+%)

Herleid f tot f(x) = 2*(:*3),

y = 2* vermenigvuldigen met % ten opzichte van de y-as geeft: y = 24X

1
y4X verschuiven met -% ten opzichte van de y-as geeft: f(x) = 24(”1)

Dit kun je noteren als:
1

verm. t.o.v. y -as factor z

y =2 yp =2%

translatie ( - %),O)

vy = 24x > F(X) = 24(X+(%))
Voor functie g:

y = 2% vermenigvuldigen met 4 ten opzichte van de y-as geeft: g(x) =4 -2*

y =4-2X vermenigvuldigen met % ten opzichte van de x-as geeft: g(x) = 4-22X = 4.4%

Dit kun je noteren als:

verm. t.o.v. y -as factor 4

y=2% yp =4-2%

verm. t.o.v. x -as factor %

y =4-2% g(x) =4-22%X =4.4%

Deze transformaties kun je ook in omgekeerde volgorde toepassen.
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Voor de x-codrdinaat van punt A geldt: g(x4) =5, dus 7—-4% =5,

. log (2
Dit geeft 4X =2 en x = 12354; =0,5.

Voor de x-codrdinaat van punt B geldt: f(xg) =5, dus 4x-1 =5,

Dit geeft x — 1 = 248 ~ 1,16, zodat x ~ 2,16.

De afstand AB is daarmee xg — x4 = 2,16 — 0,5 = 1,66.

2-3log (6) + 310g(%) =3 log (62) +3 log(%) =3log (36 . %) =3log(27) =3

Dat gaat zo:

2 2
2log (48) + 296 _ 210g (48) + 29

2log(3)

2log (48) =2 log (3) = 2log (16) = 4

1
21log (48) + 2 log (3)

21log (48) — 210g (3)
x=3

Df =(3, »)en Bf = R.

Eerst een translatie van 3 ten opzichte van de y-as.

Dan met -4 vermenigvuldigen ten opzichte van de x-as.
Ten slotte een translatie van 2 ten opzichte van de x-as.

2 —4-log (x — 3) = 0 geeft log (x — 3) = 0,5 en x =3 + 1095 = 3 + /10.
Grafiek bekijken: 3 < x < 3 + v/10.
Dat gaat zo:
p =5-10%4-1 45
5.102971 = p—-5
102a-1 = lp_1

2q-1 = 1olog(%p—1)
2q = log(gp—1)+1

q = zlog(zp=1)+3

Dat gaat zo:
p = 210—70-2109(%)
70-210g(%) =210-p
2 a) _ 1
log(%) = 3- 5P
1
q _ o3~ 70P
=2 70

Q
I
a1
o
N
W
I
3J
(=)
T

Dat gaat zo:
310g(><—2) =4
3% = x-2

x = 2+3%4=83
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Dat gaat zo:
3log (x? - 2x) = 3log(2x - 3)
x2-2x = 2x -3
x?-4x+3 =0
x-3)(x-1) =0
x =3vx=1

De oplossing x = 1 vervalt vanwege het domein.

Dat gaat zo:
4log (x) = 4log (4) + *1og (52)
4log (x) = %log (4 -25)
x = 100
Dat gaat zo:
1 1
2log (x) = 2log((3-x)-5)
x = 15-5x
6x = 15
15 1
X = F=2§

Punt A: 3log (4x + 3) = 0 geeft 4x +3 = 3% en x = - 3, dus A(-3,0).
Punt B: y =3 log (4-0+ 3) = 1, dus B(0,1).

. ic Ay _ 1-0 _
Het hellingsgetal van I is 3 = 01 =2.

De vergelijking van de lijn I isdan y = 2x + 1.
log(W)=-5,5+3,1-log(L)

log (W) = log (10">-5) +1og (L31)

log (W) =log (10-5-5. L3:1)

Dus W =107%5.131,

De periode is %—g = 1, de amplitude is 3 en de evenwichtsstand is y = 0.
Het beginpunt is (0,0).

De periode is ZTH = 21, de amplitude is 4 en de evenwichtsstand is y = 7.

Het beginpunt is (5,11).
2n
is5
Het beginpunt is (- 2,0).

f(x) =-cos (SH(X - %)) +2

De periode is = 3, de amplitude is 3,5 en de evenwichtsstand is y = 0.

De periode is %—g = % de amplitude is 1 en de evenwichtsstand is y = 2.

Het beginpunt is (%1) en de grafiek gaat in het beginpunt vanuit het minimum omhoog.
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y1: de amplitude is 3 en de evenwichtsstand is y = -1. De periode is

(1,-1). Formule: y; =-1+3sin ($m(x - 1)).

yo: de amplitude is 4 en de evenwichtsstand is y = 0. De periode is

(-1,25;0). Formule: y, = 4sin (£m(x - 1,25)).

y3: de amplitude is 2 en de evenwichtsstand is y =

(-2,5;2). Formule: y3 =2+ 2sin (31 (x +2,5)).

Vg4: de amplitude is 2 en de evenwichtsstand is y =

(2,1). Formule: y,1 +2sin (7 (x - 2)).

Met de grafische rekenmachine vind je x = arcsin (%) ~ 0,34 rad.

Dus x=~0,34+k-2nvx=mn-034+k-2m=~2,80+k-2m.

< not enough right fences: 1 >.

2X=%H+k-2ﬂ \ 2X=%H+k-2ﬂ

x=%n+k-n \% x=%n+k-n

Dat gaat zo:

sin (x) cos (x) — cos (x)
cos (x)(sin(x) — 1)

cos (x)

cos (x)

0
0
Ovsin(x)=1

(o]} (%H) V sin (x) = sin (%H)

Ditgeeftx:%H+k-2-nvx=-%n+k-2-nvx=%n+k-2-n.

Je kunt dit combineren tot x = %H + k- 1I.

-2m Vv x=n—-%x+k-2n=n+%x+k-2n

-%1‘[ V2n+k-4dn=k-4m

Dat gaat zo:
x=-%x+k
1ix=k-2 lx =
x=k-2m v zx_n+k-2n
x =k
Dat gaat zo:
cosz(x)=%
1 1
cos(x)=-§v003(x)=7
_ 2
X=3

Dusx=%ﬂ+k'nv><=%n+k.n.
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f Neem cos(x) = p, danis:

21 a

22

23 a

24 a

2p2—-p-1=0

VvV cos(x) =1
X =2m+k-2nvx=1sm+k-2mvx=k-2n

De amplitude is 10, de evenwichtsstand is y = -5. Het laagste punt is y = -15, het hoogste punt is
y=>5.
Bf =[-15,5]

De periode is 2Z = 6.

ELS
3

N =

f(x) = 0 geeft cos (%Hx) =

1 1 1 _ 12 )
gHX—§H+k-2H \% §HX—13H+k 21

x=14+4k-6 VX=5+k-6
De nulpunten zin x=1vx=5vx=7Vvx=11.
Bekijk de grafiek. Lees afdat f(x) =0alsl<sx=5v7<x=11.
De vergelijking x - sin (x) = x oplossen geeft sin (x) = 1 Vv x = 0. De extra oplossingen op het gegeven

domein zijn x = %1‘[, X = 2%11 en x = 4%11.
: y 1.1 1 1 1 1
Hiermee zijn de gevraagde punten (jn; EH)' (2517;2511) en (4511;4511).
Uit 3x~1 — 2 = 241 volgt 3%~1 = 243,
Hieruit volgt 3*~1 = 3% en x — 1 =5 dus x = 6.
h(x) = % -(3%-6) = % .3¥—-2=31.3x_2=3%"1_2 en dat is hetzelfde functievoorschrift als f.

Bij vermenigvuldiging ten opzichte van de y-as met factor a is het punt (-20,81) verkregen vanuit het
punt van de grafiek van g met y-codrdinaat 81.

De vergelijking g(x) = 3* = 81 moet worden opgelost.

Dit geeft 3% = 34, dus x = 4. Dan volgt a = % =-5.

log (0,8) =~ -0,1. Daarna aflezen uit de figuur geeft log (G) =-2,3 en G ~ 10"2-3 = 0,005.

b log (551%)
0,014-1,9° =0,25 geeft b = Togd0) = 4,5,
L =10 invullen geeft G = 18,9 en L = 94 invullen geeft G = 20990,3. Een karper van 94 cm is dan
20198?3‘3 = 1100 keer zo zwaar.

Uit G = 0,014 - L313 volgt log (G) = log (0,014 - L3:13),

Dit geeft log (G) = log (0,014) + log (L3-13).

En dus log (G) =10g (0,014) + 3,13 - log (L).

In twee decimalen nauwkeurig: log (G) =-1,85+ 3,13 -log (L).
Dus p=-1,85en q=23,13.
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25 a Bij 90% doorlating hoort een groeifactor van 0,90 per mm dikte van het glas.

Uit 0,909 = 0,50 volgt d = %-91og (0,50) = 124550 ~ 6,6.

De gevraagde dikte is 6,6 mm.
b Ergeldt I,; = 0,851;,, hieruit volgt 10 £ = 0,85.
Dus - E =1o0g (0,85) = -0,07, dus E = 0,07.

¢ Voor de voorruit geldt: 10-9-1:¢6 = 0,75,

Hieruit volgt -0,6C = log (0,75) en C = 129075 - g 3,

P 107 — 7.10-5
26a > =10"geeft P=m-10".

_ m105 _ . 10-6
Op 1 meter afstand geldt dan I = iz = 2,5-107°°.

b Als bijvoorbeeld I = 1, dan geldt L = 10-log (1012 -1) dus I = 12.
Bij I =2 vind je L = 10-log (1012 -2) = 123.
Dat is dus een verschil van 123 — 120 = 3 decibel.

Of:

Lpjeuw = 10-10g (1012 .21) =10 -log (2-10'2 . 1) = 10(log 2 +1og (1012 - I)) =
10-log2+10-log (10'2-1) =3+ L

Als de geluidsintensiteit I tweemaal zo groot wordt, dan stijgt het geluidsniveau met 3 decibel.
¢ 10-log (1012 .1) =80 geeftlog (1012 -1) = 8.
Hieruit volgt 1012.7 =108 en I =10"% = 0,0001.

.30 _
Er moet nu gelden: ——= = 0,0001.

Dus r2 = % enr ~154,51.

De gevraagde straal is 155 meter.
27 a (sin(x)-cos (x))2 = 0 geeft sin (x) - cos (x) = 0.
Hieruit volgt sin (x) = 0 v cos (x) = 0.

Dit geeft de oplossingen x =0V x =0V x = %n.
b De x-waarde van de top van f ligt midden tussen de nulpunten x =0 en x = 5. Dus —— = z 1.
. 2
min.f(0) =0 en max.f(%n) = (%\/f %«/5) = %.
. . . - ; 0+3 1
De evenwichtsstand y = a ligt midden tussen het minimum en het maximum: a = ——= = 3.
De amplitude b is de afstand tussen bijvoorbeeld het maximum en de evenwichtsstand: b = i—% = %.

De afstand tussen bijvoorbeeld twee minima geeft de periode %n -0= %n.

20 _y,
717

De periode is %H en dus geldt: C =

28a Uit f(x) = 0 volgt xsin(x) —sin(x) = 0 en sin(x)(x—1) = 0 en sin(x) = 0v x = 1, dus
x=0+k-mvx=1.

De x-coordinaten van de punten R, S, T en U zijn respectievelijk 2, 31, 47 en 511.

De x-codrdinaat van punt A is 2HJ2r3H = 2%17.
De x-codrdinaat van punt B is ljzﬁ = 4%11.
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b Voor punt A geldt: x4 = 2%11 en y, = 2%11 - 1.

Voor punt B geldt: xg = 4%11 enyg= 4%17 - 1.

Lijn I : y = ax + b heeft richtingscoéfficiént a =

Bijvoorbeeld punt A(23 7,3t —1) invullen geeft b =-1, dus I : y = x — 1.

Invullen van x =1 geeft y=1-1 =0, dus lijn [ gaat door punt P.
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4 Analytische meetkunde

Teken eerst de punten in het assenstelsel. Maak vervolgens cirkels met de gegeven straal. De cirkels
van B, C en D snijden elkaar in een punt, dit is de positie van ontvanger A. Dus A = (20,10). De cirkel
rond zender E ligt duidelijk te westelijk om te kloppen. De werkelijke positie van deze zender moet
dus zijn E = (-20,-20).

B

AABC en AADE zijn gelijkvormig, omdat ZABC = LADE (F-hoeken) en LA = ZLA.
Omdat AABC en AADE gelijkvormig zijn, geldt:

IDE| _ |AD| _ 5 _ o3
IBC| — 1AB| — 12.du5|DE| 12—34.

Ook geldt 142l = 2 en |ACI = |AE|+ 6 dus 14El = 5.

Dit geeft |AE| = 70 = 4%.

Maak een schets. In ACBE is £C =90°, |BC|=6 en |CE| =4, dus:
IBE|?> = |BC|?> + |CE|* = 62 + 42 = 52, dus |BE| = /52 = 24/13.

Verder is ABCE gelijkvormig aan AAFB, omdat ZABF = £ZBEC (Z-hoek) en £C = £F =90°.
Er geldt dus:

IBC| _ |BE| _ 2413
[AF| ~ |ABl — ~ 8
; _ 24 _ 2413
Dat wil zeggen dat |AF| = 73 13
i . - 16
Uit a volgt: |[BF| = Eh
Verder is ABFG gelijkvormig aan ABCE, omdat £ZBFG = ZC =90° en £LFBG = ZCBE.

Er geldt: IBGI _ IBF| _ _16

IBEl ~ 1BCl ~ [13.6
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_ 16 _16
DuslBGl——ﬁm 2J13 = 2.

o IBG| _ 16 _
De gevraagde verhouding is: BC =36 =

©| o

Teken hoogtelijn CD.

CD =12-sin(40°) = 7,713. De oppervlakte is ongeveer % -20-7,713 =

AD =12-cos (40°) = 9,193, dus DB = 10,807.

Dan is tan (£B) = 15 5oy zodat £B = 35,5°.

Gebruik de cosinusregel. Er geldt: 52 = 42 + 82 —-2.4-8-cos (£P).
Hieruit volgt cos (LP) = :%Z ofwel £ZP = 31°.

Er geldt ook: 82 =42 + 52 -2.4.5.cos (£Q).

Hieruit volgt cos (£Q) = % ofwel £Q = 125°.

Zo blijft over LR =180° —125° — 31° = 24°.

10 8

De sinusregel geeft: SI(1029 = sm(ZB)"

77,1.

Dus sin (£B) = 0,7825 en £B = 51°, zodat ZA = 180° —102° — 51° = 27°.

10-sin (27°) ~46

Gebruik weer de sinusregel: |BC| = S (1027

|AB| = (34 — 14)2 + (-4 —-25)2 = /841 = 29

(14;34,$) = (24;-14,5)

14X _ 34 en 23V - 4 geeft xc =54 en yc = 17.
De codrdinaten van C zijn (54,17).

De richtingscoéfficiént is a = % = % =1,05.
AB:y=1,05x+ b door (14, -25) geeft b =-39,7.

Dus AB:y=-1,05x-39,7.

De richtingscoéfficiént van AB is a = %.
. . P, . 20
De richtingscoéfficiént van m is a,, =-57.

m:y =-22x+b door C(54,17) geeft b = 685.

Dusm:y:-%x+68%.

De richtingscoéfficiént van AB is a = %.

De richtingscoéfficiént van een lijn door O en loodrecht op AB is a; =

l:y=- %x + b door O(0,0) geeft b = 0.

Dusl:y=-%x'—=—0,95x.

Het snijpunt van AB en 1 is §(19,83;-18,88).

d(0,AB) = 0S| = {(19,83)% + (-18,88)2 ~ 27,4.

20

21"

De codrdinaten van punt A invullen geeft -2+ 4.3 = 10 en dit klopt, dus punt A ligt op de lijn.

Bij evenwijdige lijnen zijn de richtingscoéfficiénten gelijk. De gevraagde lijn is daarom van de vorm
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m : x +4y = ¢ met ¢ een nader te bepalen constante. Vind de waarde van c door het invullen van
punt B: 2+4--3 =-10. Hieruit volgt: m: x + 4y =-10.

I heeft richtingscoéfficiént - 1.

Lijn k door B en loodrecht op I heeft richtingscoéfficiént 4.
k:y=4x+ b door B(2,-3)geeftb=-11,dus k: y=4x —11.

54

Snijpunt k en I: x +4(4x —11) = 10 geeft x = 7.

Snijpunt S(1—4 1—9)

amn=18s1= (% -2)" + (3 +3)" = [P = /17

m:x=2y+1invullengeeft 32y +1)+ y=10endus y = 1.
Het snijpunt is S(3,1).

Der.c.vanlis-3 entan(a) =-3 geefta =-71,6°.

Dit is de richtingshoek van I, de gevraagde hoek is 71,6°.

Der.c. van mis 0,5 en tan (8) = 0,5 geeft 8 = 26,6°.

De hoek tussen beide lijnen is het positieve verschil van hun richtingshoeken, dus 26,6°—-71,6° = 98°.
Omdat de hoek tussen twee lijnen een scherpe hoek is geef je 180° — 98° = 82°.

Lijn n staat loodrecht op I en m en gaat door de oorsprong.

Danisn:y=5

Bereken het snijpunt P van I en n:

X =-3x+5

W=

_ 11
X_]'E

Hiermee vind je de codrdinaten P(l%%)

Het snijpunt Q van m en n gaat op soortgelijke wijze:

N

aam =pai=(15--3)"+ (3 --8) = {(B) + (%) = {1 = F5 = /0~ 221
Dus d (I,m) = 2,21.

=)
=)

Noem de hoeken die k en I maken ten opzichte van de x-as a; en a;j.

Uit de vergelijkingen van k en [ blijkt:

tan (ay) = V3, ofwel ay = 60°;

tan (a;) = £ , ofwel a; = 30°.

De hoek tussen k en | is dus 60 — 30 = 30°. Voor de hoek a,, van bissectrice m geldt dus:
am =30+ =45°.
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b Er zijn twee mogelijkheden om dit uit te rekenen.
Mogelijkheid 1
De afstand van P tot de x-asis y,, = 1.

Noem de lijn door P die loodrecht op k staat n.

Uit rcn-J§=-1 volgt: re, = ‘/1—§
Dus n is van de vorm: n : y=-%x+b.

. o1 _ _
P(x/g,l) invullen: - = V3+b=1 geeft b = 2.

Bereken vervolgens het snijpunt van n en k:

-%-x+2=\/§-xgeeftx=%ﬁeny:J—-% 3=1%.

2
Dit is gelijk aan de afstand van P tot de x-as.

Mogelijkheid 2

De afstand van P tot k is dus: \/(ﬁ— 3 3)2 +(1- 1%)2 =1.

De afstand van P tot de x-asis y, = 1.

2
De stelling van Pythagoras geeft: |OP| = (\/§) +12 =2,

De hoek tussen I en k is 30°.
Noem d de afstand van P tot k.

d d

Dan|5m=7

=sin (30°), dus d = 1. Dit is gelijk aan de afstand van P tot de x-as.

11la (x+1)2+(@y-4)2=2,25

b Omdat P op de cirkel ligt, geldt r = |[M P|, met:
IMPI2 = (4—6)%+ (-5 —7)%2 = 148, dus r2 = 148.

Vergelijking ¢ : (x —4)2 + (y + 5)2 = 148.

¢ Dat gaat zo:

X2 +y2+4x+6y = 12
X% +4x+ y2+6y = 12
(x+2)%2-4+(y+3)2-9 = 12
x+2)%2+Ww+3)2% =25

12 a Omdat A op de cirkel ligt, geldt r = |[M A|, met:
IMA]? = (-10 —-4)2 + (25 - 21)2 = 52, dus r2 = 52.

Vergelijking ¢ : (x + 10)2 +(y - 25)2 = 52.

b Controleer dit door het punt in te vullen in de vergelijking van de cirkel:
-5+ 10)2 + (20 - 25)2 = 50 < 52, de afstand van B tot het middelpunt van de cirkel is kleiner dan
de straal van de cirkel: punt B ligt binnen de cirkel.

¢ MB:y=-x+15invullen in de vergelijking van de cirkel:
(x +10)? + (-x — 10)? = 52 geeft x2 + 20x + 74 = 0.

Met de abc-formule vind je x = % V104 _ 10+ 426.

Snijpunten: (-10 + /26,25 — v26) en (- 10 — v/26,25 + v26).
d MA heeftr.c. % dus de raaklijn heeft r.c. % =1,5.

y =1,5x + b door A(-4,21) geeft b = 27.
Raaklijn: y =1,5x + 27.
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42 412=16+1=17en6-4+6-1-13=24+6—13 = 17. Dus de codrdinaten van A voldoen aan

de gegeven vergelijking en daarom ligt dit punt op c.

Kwadraat afsplitsen: x2 —6x +9+ y2 —6y+9=-13+9+9, dus ¢ : (x —3)%> + (y — 3)% = 5.

Middelpunt M (3,3), ender.c. van AM is % =-2.

De helling van de raaklijn is - (iz) =2, dusl:y=sx+b.
Punt A invullen geeft b =-1.

De raaklijn door Ais[:y = +x - 1.

Raaklijnen door B 'y = px + 2.

Raken aan c: (x —3)% + (px — 1)2 = 5 geeft (1 + p2)x2 + (-6 —2p)x + 5 = 0.
D =0 geeft (6 +2p)2 —20(1+p2)=0enp=2Vvp=-0,5.

Raaklijn y = 2x + 2 (invullen in cirkelvergelijking) raakt de cirkel in (1,4).
Raaklijn y =-0,5x + 2 raakt de cirkel in (2,2).

M1(-1,0) en M5(0,-1).

Lijn I gaat door deze punten en heeft dus richtingscoéfficiént % =-1.
Ergeldtl:y=-x+b.

Invullen van M, geeft: -1 =-1-0+b ofwel b =-1.
Dusl:y=-x-1.

De vergelijking van I invullen in de vergelijking van ¢, geeft:

x+1)%+¢x-12%2 =14
2+ 1% =4
x+1 = +/2
X = i-w/i—l

Dit geeft de snijpunten (-ﬁ— l,ﬁ) en (ﬁ— 1, ﬁ)
De vergelijking van I invullen in de vergelijking van ¢, geeft:
X2+ (x-1+1)?2 =4

2x2 =

X =

o

V2
Dit geeft de snijpunten (-v2,v2 - 1) en (v2,-v2 - 1).

De grootste afstand is die tussen (-x/f— 1,\/5) en («/5,-\/5— 1).

De afstand tussen beide is \/( V2 -1- \/5)2 + (\/5— (-x/f— 1))2 ~5,4.

Substitueer y = 3 in de cirkelvergelijking: x2 + 32 = 25,
Ditgeeft x =-4vVv x =4.
De snijpunten van [ en ¢, zijn A(-4,3) en B(4,3).

Neem bijvoorbeeld snijpunt B.

O B heeft richtingscoéfficiént % dus de richtingscoéfficiént van de raaklijn door B is - i_

1
3 3

Voor richtingshoek a tussen de raaklijn en de x-as geldt tan (a) = - 1% dus a = -53,13".

Lijn y = 3 heeft richtingscoéfficiént 0 en richtingshoek 0°, dus de hoek tussen beide lijnen is 53,13°.

Dit is ook de hoek tussen y = 3 en de cirkel.
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Bereken eerst de snijpunten:

Beide vergelijkingen van elkaar aftrekken geeft 5=6x—-1,dusx=1leny=-2vy=2.

De snijpunten zijn A(1,-2) en B(1,2).

Vanwege symmetrie zijn beide hoeken gelijk. Bereken de hellingshoek van de raaklijnen aan ¢4 en
co in één van die punten, bijvoorbeeld B:

« Het middelpunt van c; is 0(0,0), de richtingscoéfficiént

straal = 2 €N Araakijn = - 3.

Voor de hellingshoek geldt a1 =-26,6°.
«  Herleid ¢, tot xZ + (x —3)? = 8.

Het middelpunt van ¢, is M (3,0), dus

Agtraal = -1 €N Apaapijn = 1.

Voor de hellingshoek geldt a, = 45°.

De gevraagde hoek is 45° —-26,6° = 72°.

De codrdinaten van A en B invullen in de vergelijking van ¢ geeft in beide gevallen 0 = 0, dus de
cirkel gaat door A en B.
x = 0 invullen in de vergelijking van ¢ geeft:
y2-8y+16=0
Dit geeft (y — 4)? = 0 ofwel y = 4.
De cirkel ¢ heeft één snijpunt met de y-as en dus raakt ¢ de y-as.
Kwadraat afsplitsen geeft de vergelijking ¢ : (x — 5)% + y—- 4)? = 25.
Het middelpunt van cirkel c is dus het punt M (5,4).
8-4 _ 4

De richtingscoéfficient van M P is: g—5 = 3.

Lijn I staat loodrecht op M P dus de richtingscoéfficiént van L is - % Duslisvandevorm!: y = - %x+b.

Invullen van P(8,8) geeft b = 14.

De gevraagde vergelijkingisl:y =- %x + 14.

Cirkel d heeft het middelpunt N midden op lijnstuk AB.
De y-codrdinaat is 0, en de x-codérdinaat is 8;’—2 =5, dus N (5,0). De straalis BN =8 -5 = 3.

Een raaklijn staat loodrecht op de straal door het raakpunt.
Noem de raakpunten R; en R,, dan zijn ON R, en ON R, rechthoekige driehoeken met een recht-
hoekszijde van lengte 3 en schuine zijde ON = 5.

Hierin geldt: sin (ZNOR{) = sin (£NORj) = sin (£R;OR,) = 3 ofwel +R;OR, ~ 36,87°.
De gevraagde hoek is 73,7°.

In de afbeelding is gegeven dat £B =110+ (180 — 163) = 127° (Z-hoek).
De cosinusregel geeft: |[AC|? = 1092 + 252 —2-109 - 25 cos (127°).
Hieruit volgt |JAC| = 126 m.

i . 25 _ 126
De sinusregel geeft: SM(ZBAC) = smdz27"

Hieruit volgt sin (£BAC) = (22358270, dus ZBAC = 9°.
De gevraagde koers is 163° — 9° = 154°.

, . . 1\2 .2 112 1
Volgens de cosinusregel in AMT N geldt: (111) =10°+ (31) —2-10-37-cos(£LMTN).

Hieruit volgt: cos (LMTN) = - &5
De gevraagde grootte van ZMTN is 104°.
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b De y-codrdinaatvan T is 1.

Met A(0,1) geldt in de driehoek AMT: 102 = 82 + AT?, dus AT = 6.
De x-coordinaat van T is 6.
1-9

De helling van MT is 3 = 5= =-3-

Dus MT :y =- %x + b. De lijn gaat door M (0,9), dus b = 9.
De vergelijking van de lijn door M en T isdus y = -%x +9.

L1 1 1
C Uit = = —= —_—
ETRTR

. 1 _ _1
Dltgeeft‘/—f—\/f, dust = 5

1 _2
volgtﬁ_ ok

d Ergeld: MT=t+r=21, NT=t+s=2;enMN=r+s=4.
Hieruit volgt dat driehoek M NT een gelijkbenige driehoek is, voor de hoogte h van M NT (met basis

2
MN) geldt dus MT2 = (25)” + h2 ofwel h = ,f6§ -4=11.
De oppervlakte van driechoek M NT is dan % -4 1% = 3.

19 a De afstand van S tot lijnstuk AB is 16,5—-11=5,5m.
De stelling van Pythagoras in AASS’ (met S’ de loodrechte projectie van S op lijnstuk AB) geeft

AS =19,15%2 —5,52 dus AS' = BS' = 7,31 m.
De gevraagde afstand tussen A en B is dan 14,6 m.

Een andere mogelijkheid:

Een vergelijking van het cirkeldeel (ten opzichte van het assenstelsel met oorsprong S waarvan de
x-as evenwijdig is met KL en de y-as evenwijdig is met KN (met op beide assen 1 meter als eenheid)
is: x2 + y2 =9,152.

de afstand van S tot lijnstuk AB is 16,5—-11 =5,5 m.

y =5,5invullen in x2 + y2 = 9,152 geeft:

x? 45,52 = 9,152 dus x = 7,31 of x = -7,31.

De gevraagde afstand tussen A en B is dus 14,6 m .

b Toepassen van de cosinusregel op driehoek PTQ geeft:
7,32 =524122-2.5.12-cos (£LPTQ)
Dit geeft cos (LPTQ) = 0,96425, ofwel LPTQ = 15°.

20 a Uit de vergelijking van de cirkel volgt: de straal is r = 5 en het middelpunt is M (4,5).

De stelling van Pythagoras geeft: MP = \/(4 -3)2+(5-3)% = 5.
De gevraagde afstand is r — MP =5 — +/5.

b Voor punt A geldt: (x —4)2 + (0 - 5)2 =25 dus x =4 en dus A(4,0).
Voor de punten B en C geldt: (0 — 4)2 +(y - 5)2 = 25 ofwel (y — 5)2 =9,
Hieruit volgt y = 2 of y = 8 dus B(0,2) en C(0,8).

) \ o Ay 3-2 _ 1
De richtingscoéfficiént van k is: 75 = 5=5 = 3-

Ay _ 80 _ o

En de richtingscoéfficiént van I is: 75 = 5=z

Hieruit volgt: de hoek die k met de x-as maakt is 18,4° en de hoek die I maakt met de x-as is-63,4°.
De gevraagde hoek is dus 18,4° —-63,4° = 82°.
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21 a Hulplijn AE verdeelt APED in twee gelijke driechoeken AED en AEP.
De oppervlakte van APED is dan gelijk aan tweemaal de oppervlakte van AAED:

Opp (APED) =2-Opp (AAED) =2 - 5 -|AD|-|DE|

Er geldt tan (25°) = IREl, met |AD| =1 dus IDE| = tan (25°).
Dan volgt 2-Opp (AAED) = 1-tan (25°) en dit is afgerond 0,47.

b De cosinusregel in AABP toepassen geeft 0,62 =1+ 1—2cos(ZBAP).
Hieruit volgt cos (LBAP) = 0,82 en dus £LBAP = 35°.
Hieruit volgt a = 90 — 35 = 55°.

Alternatief: AABP is gelijkbenig, dus AAM P (met M midden BP) is rechthoekig.
Dus sin (LM AP) = 0,3 waaruit volgt ZMAP = 17,5° dus £LBAP = 35°.
Dan geldt weer a = 90° — 35° = 55°.
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5 Naar het examen

2
c en I snijden: x2 + (-%x + 5) =0.
Hieruit volgt: 25x2 — 120x + 144 = 0.
Raken, dus D = 1202 —4 - 25 - 144 = 0 en dit klopt, de I raakt c.
Of:

Een vergelijking van de loodlijn door O op lis y = %x.

-%x+5=%xgeeftx=%=2,4.

Het snijpunt is (2,4;1,8) en dit voldoet aan de cirkelvergelijking: 2,42 + 1,82 = 5, dus dit snijpunt ligt
op de cirkel.

De richtingscoéfficiént van [ is - %.

Voor de y-codrdinaat van punt A geldt 02 + y2 =9 dus y 4 = - 3.

Voor de x-co6rdinaat van punt B geldt 0 = - —x +5dus xg =3,75.

De richtingscoéfficiént van k is % =0,8.

Als je de richtingscoéfficiénten van I en k vermenigvuldigt, kom je niet op - 1 uit, dus k en [ staan niet
loodrecht op elkaar.

Bijt =0 hoort N =101 =10 en bij t =8 hoort N = 107.

De groeifactor per 8 uuris =~ = 106.

1
De groeifactor per minuut is (106)8%09 =~ 1,029, dat is ongeveer 3%.

t_ _ _log(2) _
1,03" =2 geeftt = Tog(1.03) ~ 23,4.
Dus in ongeveer 23 minuten.
84 =100-10"D geeft 10'° = 0,84 en D = -1og (0,84) =~ 0,0757.

Aflezen bij D = 0,0757 in de figuur geeft (in miljoenen nauwkeurig) 1,6 - 107 bacterién (of 16 miljoen
bacterién).

Ultd_+——3J_ —volthJ_——enxJ_—Z dus x3 =4 en x = V4.

’ _ 1 1 _ 1 _ 1 2 _ 4 _
f(x)_ﬁ—ﬁ_OQeeftﬁ_?enx = 2/X, dus x* = 4x.
Hieruit volgt x(x3 —4) =0 endus x =0 v x = V4.
Zowel voor S als voor de x-codrdinaat de de top geldt x = ¥4. Beide punten vallen daarom samen.
0,707 25t —4,91-t2 = 0 geeft t(17,675 —4,91t) =Oendus t =0 v t = L2375 = 3.6.
Alst = 3,6 isd = 0,707 -25-3,6 = 64 m.

h=0,707-b- -4,91-( geeft h=d — 28 . d2, want 555> ~ 9,8.

d
0, 707 b 0,707~b)

h(d) = -d? ~d-0,01013d2

31 12

h'(d) = 1-0,02026d = 0 geeft d = 5gag7g = 49 m.
Daarbij hoort h = 24,7 =~ 25 m.
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Noem de werkelijk geworpen afstand a, dan is a2 = 8% + 92,582 —2.8-92,58 - cos (28,65°).

Dit geeft a = 85,65 m.

Het verschil is 85,65 — 84,58 = 1,07 m.
fO)=0@2x+3) ! geeft f'(x) =-12x +3)2-2.
f0)=-10+3)2.2=-2.

f ) = % dus de vergelijkingvanlis y = - %x + %

Een vergelijking van de lijn vanuit O loodrechtop lis y = %x.

1 9 6

2 _ _ 27
-§X+§—§Xgeeftx—ﬁ )

en snijpunt S(8—65, =
_ 632, (2772 _ 3
d(0,h)=10S1=(g5) +(55) = 55785

1
2sin (x)+3

De x-codrdinaten van B en E zijn xg = - 1%17 en xg = %n.

De gevraagde afstand is %n —- 1%11 = 2%11.

log (0,32) =-0,51.

= 7 geeftsin(x) = 0,5, dus x = gm+k-2m Vv x = 21 +k- 2.

Aangeven hoe in de figuur vanaf-0,51 op de verticale as de gevraagde temperatuur op de horizontale

as kan worden afgelezen.
De gevraagde temperatuur is 69 °C.
T = 130 geeft log (p) = 0,419 en p =~ 109419 = 2 6 bar.

. 2120 2120
Uit log (p) = 5,68 — 5557F Vvolgt 55=—= = 5,68 —log (p).
2120 2120
Dus273+T = 558-togm " T = 568-Togm ~ 273
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hoek tussen twee lijnen 48
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som van de hoeken van een driehoek, hoeken-
som 46

somregel 20

stelsel vergelijkingen 6

straal 50

strijdig 6

substitutie 6

symmetrieas 8

terugrekenmethode 4

toenamediagram 20
top 8
transformatie 18

verdubbelingstijd 34

vergelijking van een lijn 48
vergelijkingen met machtsfuncties 18
verticale asymptoot 24

wortelfunctie 22
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Deze examentraining bereidt je voor op het HAVO Wiskunde B examen.

De complete examenstof is daarvoor opgedeeld in overzichtelijke onderwerpen.
leder onderwerp begint met een verkenningsopgave. Die opgave laat zien waar
je het onderwerp in de praktijk kunt tegenkomen.

Een onderwerp bevat meerdere theorieblokken. Naast ieder theorieblok staan
oefenopgaven om de theorie weer even op te halen. Een onderwerp wordt
afgesloten met verwerkingsopgaven die gebaseerd zijn op vraagstukken uit de
officiéle wiskundeexamens.

Probeer bij het maken van opgaven niet te snel naar de antwoorden achter in
deze reader te kijken.

Deze examentraining wordt afgesloten met een echt examen. Als je dat examen
gaat maken, probeer dan de examenomstandigheden een beetje na te bootsen.
Dit is natuurlijk maar één examen. Er zijn veel meer oude examens. Die vindt je
op de Math4All website.

Veel succes gewenst namens Math4All.

-I

www.math4all.nl


https://www.math4all.nl/categorie/bekijk/examens/3
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