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Hoofdstuk 5: Meetkundige plaatsen.
V_1.
a.
Gegeven: driehoek ABC met hoeken 
[image: image239.emf]

Te bewijzen: 
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Bewijs: 
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 (F-hoeken)
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b.
De buitenhoek is hier 
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, en nu volgt direct uit a dat de buitenhoek gelijk is aan 
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V_2.
a.
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dus 
[image: image10.wmf]CAFCBF
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b.
Dan heb je het congruentiegeval ZZR nodig.
c.
De zwaartelijn vanuit C gaat door het midden van AB. Er geldt dan 
[image: image11.wmf]AFBF
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d.
CF staat loodrecht op AB en deelt AB midden door.
V_3.

[image: image12.wmf]MPMR
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 (straal), dus 
[image: image13.wmf]MPRMRP
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 (gelijkbenige driehoek)
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 (hoekensom van een driehoek)
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b./c.
We moeten bewijzen dat 
[image: image18.wmf]ASCS
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 en 
[image: image19.wmf]BSDS
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Dus waarschijnlijk iets met de driehoeken 
[image: image20.wmf]ABS
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[image: image21.wmf]CDS
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Hieruit volgt: 
[image: image23.wmf]ASCS
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 en 
[image: image24.wmf]BSDS
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V_5.
a.
De diagonalen van een rechthoek zijn even lang en delen elkaar middendoor. De afstand van dit snijpunt naar elk van de hoekpunten is even groot. Dus de hoekpunten liggen op een cirkel met als middelpunt het snijpunt van de diagonalen.
b.
Als ABCD een rechthoek is dan liggen A, B, C en D op een cirkel.
c.
De omgekeerde stelling is niet waar: vier punten die op een cirkel liggen hoeven geen rechthoek te vormen.

V_6.
[image: image216.emf]a.

[image: image25.wmf]ABCPQC
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 want de tophoek C is gelijk en de verhouding van de omliggende zijden CP:CA en CQ:CB is gelijk, namelijk 1:2.

Dus 
[image: image26.wmf]:1:2
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De bijbehorende hoeken zijn dan ook gelijk: 
[image: image28.wmf]CPQCAB
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 en 
[image: image29.wmf]CQPCBA
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Hieruit volgt 
[image: image30.wmf]//
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 (F-hoeken).

b.
Teken een lijn door Q evenwijdig aan AP.

[image: image31.wmf]RQAPCP
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Hieruit volgt dat 
[image: image32.wmf]CQPQBR

Ð=Ð

 en dat dus 
[image: image33.wmf]//
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 (ofwel AB).
Bovendien is ARQP een parallellogram, dus 
[image: image34.wmf]1
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V_7.
a.

[image: image35.wmf]EABDBA
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 (gelijkbenige driehoek)
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 (BE en AD zijn hoogtelijnen), dus 
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 (hoekensom van een driehoek)
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Hieruit volgt dat 
[image: image39.wmf]BEAD
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[image: image217.emf]b.
Als de hoogtelijnen uit de basishoeken van een driehoek even lang zijn, dan is de driehoek gelijkbenig.
c.

[image: image40.wmf]90()
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Hieruit volgt dat 
[image: image41.wmf]BAEABD
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. De basishoeken zijn even groot, dus driehoek ABC is gelijkbenig.

1.
[image: image218.emf]a.
Naar de dichts bijzijnde, dus bron 2.

b./c.
Dit wordt een lijn door het midden van het lijnstuk van bron 1 naar bron 3 en loodrecht erop.
d.
Dat wordt de loodlijn door het midden van het lijnstuk van bron 1 naar bron 2.
e.
Het snijpunt ligt even ver van bron 1, van bron 2 en van bron 3.
f.
ja.
g.


2.
a.
Neem M het midden van AB.
[image: image219.emf]
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[image: image43.wmf]PAPB
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3.
a.
b.

c.
Als de lijn door P loodrecht staat op AB, dan is 
[image: image44.wmf]APMBPM
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[image: image45.wmf]AMBM
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. M is dan het midden van AB.


Als de lijn door P door het midden van AB gaat, dan is 
[image: image46.wmf]APMBPM
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[image: image47.wmf]PMAPMB
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. De hoeken samen vormen een gestrekte hoek. Samen zijn ze dus 180o, dus 
[image: image48.wmf]90
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. PM staat loodrecht op AB.
4.

[image: image49.wmf]11
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 (straal), dus S1 ligt op de middelloodlijn van AB. (opgave 3)


[image: image50.wmf]22
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 (straal), dus S2 ligt op de middelloodlijn van AB. (opgave 3)

Dus S1S2 is de middelloodlijn van AB.
5.
a.

b.
S moet op de middelloodlijn liggen van AC.

c.
S ligt op de middelloodlijn van AB: 
[image: image51.wmf]ASBS
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S ligt op de middelloodlijn van BC: 
[image: image52.wmf]BSCS
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. Hieruit volgt dan dat 
[image: image53.wmf]ASBSCS
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, dus S ligt op de middelloodlijn van AC.

[image: image220.emf]
6.
a.
De middelloodlijnen van AB, BC en AC gaan door één punt M. Voor punt M geldt dan 
[image: image54.wmf]AMBMCMr
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. Dus M is het middelpunt van een cirkel met straal r, waar A, B en C op liggen.

b.


7.
M ligt op de middelloodlijn van RQ: 
[image: image55.wmf]MRMQ
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[image: image221.emf]
[image: image56.wmf]MQR
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 is een gelijkbenige driehoek, dus 
[image: image57.wmf]MQRMRQ
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M ligt op de middelloodlijn van PR: 
[image: image58.wmf]MRMP
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[image: image59.wmf]MPR
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 is een gelijkbenige driehoek, dus 
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[image: image61.wmf]22180
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: driehoek PQR is rechthoekig.

8.
a.
Eén punt is het snijpunt van de Rio Blanco en de Rio Grande.


Een ander punt:

Teken een lijn evenwijdig aan de Rio Blanco op een afstand van bijv. 2 cm van de Rio Blanco. Doe dat ook bij de Rio Grande. Het snijpunt van deze twee lijnen ligt 2 cm van zowel de Rio Blanco als de Rio Grande.
b.
De deellijnen van de hoeken vormen de grenzen van de gebieden.
9.
a.
P ligt op de deellijn van 
[image: image63.wmf](,)(,)
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b./c.
Teken de loodlijnen vanuit P op de lijnen l (
[image: image64.wmf](,)
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Hieruit volgt dat 
[image: image67.wmf]PSPT

=

.

d.
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Hieruit volgt dat 
[image: image69.wmf]PASPAT
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Ofwel P ligt op de deellijn van 
[image: image70.wmf]A
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10.
a.
Elke lijn maakt een gestrekte hoek in het snijpunt. Dus twee stippen en twee pijltjes vormen samen een hoek van 180o. Eén stip en één pijltje (de hoek tussen l1 en l2 zijn samen 90o.
b.
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11.
a.
Te bewijzen: S ligt op de deellijn van 
[image: image73.wmf]C

Ð

.

b.
S ligt op de deellijn van 
[image: image74.wmf]A
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S ligt op de deellijn van 
[image: image76.wmf]B
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Hieruit volgt: 
[image: image78.wmf](,)(,)(,)
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. Dus S ligt op de deellijn van 
[image: image79.wmf]C
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12.
[image: image222.emf]a.
Om de deellijn van bijv. 
[image: image80.wmf]A
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 te construeren, teken je met je passer een cirkel met middelpunt A en straal r. Deze cirkel snijdt AB in X en AC in Y. Vervolgens teken je een cirkel met middelpunt X en straal r en een met middelpunt Y en straal r. Het snijpunt van deze twee cirkels is Z. De lijn AZ is dan de deellijn van 
[image: image81.wmf]A
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[image: image223.emf]
13.
a.

b.
Gegeven: 
[image: image82.wmf]ABC
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 is gelijkzijdig en AP is een deellijn van 
[image: image83.wmf]A
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Te bewijzen: AP is de middelloodlijn van zijde BC.


Bewijs:
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Hieruit volgt: 
[image: image85.wmf]PBPC
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[image: image86.wmf]90
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 (samen vormen ze namelijk een gestrekte hoek. Dus AP is middelloodlijn van zijde BC.
14.
a.

[image: image87.wmf]MAMBr

==


b.
Teken een lijn door M loodrecht op AB. Noem het snijpunt P.


Te bewijzen: 
[image: image88.wmf]APBP
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Bewijs:
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[image: image90.wmf]APBP
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15.
Te bewijzen: De middelloodlijn van een koorde gaat door het middelpunt van de cirkel.

Bewijs:

Voor elk punt P op de middelloodlijn van AB geldt: 
[image: image91.wmf]PAPB
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. Voor het middelpunt M van de cirkel geldt: 
[image: image92.wmf]MAMB
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, dus M ligt op de middelloodlijn van AB.
16.
a.
De middelloodlijn van een koorde gaat door het middelpunt. Dus de middelloodlijnen van AB, BC, CD en DA gaan allemaal door het middelpunt van de cirkel.

b.
M ligt op de middelloodlijn van PQ: 
[image: image93.wmf]MPMQ
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. Verder ligt M ook op de middelloodlijnen van QR, RS en SP. Dus geldt er: 
[image: image94.wmf]MQMR
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[image: image95.wmf]MRMS
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 en 
[image: image96.wmf]MSMP
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. De afstand van M tot de punten P, Q, R en S is gelijk, dus M is het middelpunt van een cirkel door P, Q, R en S.

c.
De hoekpunten van een vierhoek liggen op een cirkel.
17.
a.
Te bewijzen: Als 
[image: image97.wmf]PABPAC
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Bewijs: PT is de loodlijn uit P op AB en PS de loodlijn uit P op AC.
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Dus 
[image: image100.wmf]PSPT
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 ofwel 
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b.
De omgekeerde stelling: Als 
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Bewijs:
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[image: image105.wmf]PABPAC
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c.
Alle punten binnen een hoek die dezelfde afstand hebben tot de benen van die hoek liggen op de deellijn van de hoek.
18.
a.
De straal staat loodrecht op de raaklijn door R. Dus MR staat loodrecht op de raaklijn en AR ook. Dus M, R en A liggen op één lijn.

b./c.
d.
A en B vormen cirkels met middelpunt M en straal 7 resp. 3.
[image: image224.emf]
19.
a.


b.
De meetkundige plaats bestaat uit twee lijnstukken en twee halve cirkels.
[image: image225.emf]c./d.
Construeer de middenparallel:
Teken een lijn loodrecht op l en m. Deze lijn snijdt l in punt A en m in punt B. Construeer vervolgens met je passer de middelloodlijn van AB.

20.
a.
De cirkel moet de lijnen n en m raken. Het middelpunt M van de cirkel ligt dus op de middenparallel van n en m.

De cirkel moet lijn l ook raken. Dus het middelpunt M ligt ook op de deellijn van de hoek tussen l en m.

Punt M is het snijpunt van de middenparallel en de deellijnen.

[image: image226.emf]b.
Teken een loodlijn AB op m en n. Construeer de middelloodlijn p van AB. Dit is tevens de middenparallel van m en n.

Construeer de deellijn d1 van hoek S (het snijpunt van l en m). Via de punten C, D en E. Deellijn d2 staat loodrecht op d1. (zie opgave 10).
De snijpunten M en N zijn de middelpunten van de cirkels.

21.
a.
middelloodlijn.

b.
deellijnen van de hoeken in het snijpunt van de twee lijnen.  

c.
cirkel met hetzelfde middelpunt.
d.
Het snijpunt van de drie deellijnen van de hoeken van de driehoek.
[image: image227.emf]
22.
a./b.
* c raakt de lijnen l en m: M ligt op de deellijnen van de hoeken bij punt T.

* 
[image: image106.wmf](,)2
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: M ligt op een lijn evenwijdig aan k op afstand 2 van k.

c.
Construeer de deellijnen van hoek T.

Teken op afstand 2 cm lijnen evenwijdig aan lijn k.
Deze lijnen leveren 4 middelpunten op voor de mogelijke cirkel c.
23.

[image: image107.wmf](,)(,)
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: P ligt op de middenparallel van l en m.

[image: image108.wmf]PAr

=

: P ligt op een cirkel met middelpunt A en straal r.
De snijpunten van middenparallel en cirkel leveren kandidaten op voor punt P.
24.
De cirkel raakt l in R: het middelpunt M van de cirkel ligt op de lijn door R loodrecht op l.

Punt P en R liggen op de cirkel: het middelpunt M van de cirkel ligt op de middelloodlijn van PR. Het snijpunt van loodlijn en middelloodlijn is punt M.

25.
a.
De cirkel moet cirkel c in R raken. Het middelpunt S ligt op de lijn door M en R.


R en Q liggen op de cirkel, dus het middelpunt S ligt ook op de middelloodlijn van RQ.
b.
Ook het middelpunt T van deze cirkel moet liggen op de lijn door M en R. Het middelpunt T moet even ver van P als van Q liggen. Dus T ligt op de middelloodlijn van PQ.

26.
a.
1. Cirkel c2 raakt lijn l.
2. Cirkel c2 raakt cirkel c1.
3. Cirkel c2 heeft straal AB.

b.
1. en 3. Het middelpunt P van cirkel c2 ligt op afstand AB van lijn l.


2. en 3. Het middelpunt P van cirkel c2 ligt op afstand AB van cirkel c1.
[image: image228.emf]c.
Construeer lijnen m en n op afstand AB van lijn l en teken cirkels x en y met middelpunt M en straal 
[image: image109.wmf]1

rAB
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 en straal 
[image: image110.wmf]1

rAB
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d.
Het aantal mogelijke cirkels zal veranderen:
· Als lijn m onder cirkel y ligt zijn er geen cirkels mogelijk.

· Lijn m raakt cirkel y: 1 cirkel.

· Lijn m snijdt cirkel y: 2 cirkels.
· …

· Lijn m snijdt cirkel x (en dus ook y) en lijn n snijdt cirkel y: 6 cirkels.

27.
cirkel c wordt in A geraakt: middelpunt K ligt dus op de lijn door A en B.

[image: image229.emf]
[image: image111.wmf](,)(,)(,)
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: K ligt op de deellijn van hoek P.
28.
Teken AC.



[image: image112.wmf]ACD
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 is gelijkbenig, dus 
[image: image113.wmf]CADDCA
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[image: image114.wmf]DCACAB
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 (Z-hoek) (2)
Uit (1) en (2) volgt: 
[image: image115.wmf]CADCAB
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, dus C ligt op de bissectrice van 
[image: image116.wmf]A
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29.

[image: image117.wmf]90
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 (l is de raaklijn aan de cirkel in punt R): 
[image: image118.wmf]//
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Uit (1) volgt: 
[image: image119.wmf]ABRBRM
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[image: image120.wmf]MBMR
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 (straal); dus 
[image: image121.wmf]MBR
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 is gelijkbenig. (3)

Uit (3) volgt: 
[image: image122.wmf]MBRMRB
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 (4).

[image: image230.emf]
Uit (2) en (4) volgt: 
[image: image123.wmf]ABRMBR
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30.
a.

b.
De cirkels raken elkaar in A. De raaklijn in A aan de cirkels staat loodrecht op AM en AN. Dus 
[image: image124.wmf]180
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: M, A en N liggen op één lijn.
c.

[image: image125.wmf]MAMB
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 (straal van c1), dus 
[image: image126.wmf]MAB
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 is een gelijkbenige driehoek: 
[image: image127.wmf]MABMBA
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[image: image129.wmf]DFBFBM
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[image: image130.wmf]NFNA
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 (straal van c2), dus 
[image: image131.wmf]NAF

V

 is een gelijkbenige driehoek: 
[image: image132.wmf]NFANAF
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Uit (1), (2) en (3) volgt nu: 
[image: image133.wmf]MABMBAMBFBFDAFNNAF

Ð=Ð=Ð=Ð=Ð=Ð


[image: image231.emf]De overstaande hoeken in punt A zijn gelijk, dus B, A en F liggen op één lijn.
d.

[image: image134.wmf]MAMB
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 (straal van c1), dus 
[image: image135.wmf]MABMBA
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[image: image136.wmf]NANE
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 (straal van c2), dus 
[image: image137.wmf]NAENEA
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[image: image138.wmf]MBEBED
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[image: image139.wmf]BEDMBEMBAMABNAENEA
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Overstaande hoeken zijn gelijk, dus 
[image: image140.wmf]180
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31.
a.

[image: image141.wmf]//

ABCD

 en 
[image: image142.wmf]//

BCAD

. Vierhoek ABCD is een parallellogram, dus 
[image: image143.wmf]ABCD

=

.


Zo is ook ABEC een parallellogram, dus 
[image: image144.wmf]ABCE

=

.

b.
De hoogtelijn uit C in de driehoek ABC is de middelloodlijn van DE in driehoek DEF.
c.
De drie hoogtelijnen van driehoek ABC zijn de drie middelloodlijnen van driehoek DEF.
De middelloodlijnen van een driehoek gaan door één punt. Dus de drie hoogtelijnen gaan ook door één punt.

d.
Dit geldt ook voor een stomphoekige driehoek.
[image: image232.emf]32.
a.
Het middelpunt M van de aangeschreven cirkel ligt even ver van BD af als van CE. Ofwel even ver van AD af als van AE. M ligt dus op de deellijn van 
[image: image145.wmf]A

Ð

. Het middelpunt N van de ingeschreven cirkel ligt ook even ver van AB af als van AC. Dus ook N ligt op de deellijn van 
[image: image146.wmf]A

Ð

. A, N en M liggen dus op één lijn, de deellijn van 
[image: image147.wmf]A

Ð


b.
Verleng BC.
Het middelpunt van de aangeschreven cirkel aan zijde AC ligt op de deellijn van hoek C en op de lijn BN. Op dezelfde manier construeer je de andere aangeschreven cirkel.

33.
a.

[image: image148.wmf]1

MSST

^

 (ST is raakt cirkel c1 in S)



[image: image149.wmf]2
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 (ST is raakt cirkel c2 in S)
Dus 
[image: image150.wmf]12
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: M1, S en M2 op één lijn.
b.
Teken 
[image: image151.wmf]11
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en 
[image: image152.wmf]1
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 (ZZR), dus 
[image: image154.wmf]TPTS
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 (1)

Op dezelfde manier kun je bewijzen dat 
[image: image155.wmf]22

TMQTMS

@
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 (ZZR), dus 
[image: image156.wmf]TQTS
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 (2)
Uit (1) en (2) volgt dat 
[image: image157.wmf]TPTSTQ

==

, ofwel P, S en Q liggen op een cirkel met middelpunt T.
[image: image233.emf]
34.
a.

b.
De middelloodlijn van een koorde gaat door het middelpunt. Als ABn de middellijn van de cirkel is, vallen M en S samen.
c.

[image: image158.wmf]AMBM

=

 (straal), dus 
[image: image159.wmf]MASMBS

Ð=Ð

 (gelijkbenige driehoek). (1)
De loodlijn vanuit het middelpunt op een koorde, snijdt de koorde midden door. Omdat 
[image: image160.wmf]ASSB
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 en 
[image: image161.wmf]ADDM

=

 is 
[image: image162.wmf]//

DSMB

. Hieruit volgt dat 
[image: image163.wmf]ASDSBM
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 (2)
Uit (1) en (2) volgt: 
[image: image164.wmf]DASMASMBSASD
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. Dus 
[image: image165.wmf]ADDS

=

 (gelijkbenige driehoek). D ligt op het midden van AM, dus A, S en M liggen op een cirkel met D als middelpunt. 
T_1.

[image: image166.wmf]11

MPMQ

=

(straal van c1), dus M1 ligt op de middelloodlijn van PQ.



[image: image167.wmf]22

MPMQ

=

(straal van c2), dus M2 ligt op de middelloodlijn van PQ.


De lijn door M1 en M2 is de middelloodlijn van de koorde PQ.

[image: image234.emf]
T_2.
a.
De deellijnen van 
[image: image168.wmf]A

Ð

 en  buitenhoek B snijden elkaar in punt S.

Te bewijzen: de deellijn van de buitenhoek C gaat door S.


S ligt op de deellijn van 
[image: image169.wmf]BAC
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, dus 
[image: image170.wmf](,)(,)

dSABdSAC
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 (1)

S ligt op de deellijn van 
[image: image171.wmf]DBC
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, dus 
[image: image172.wmf](,)(,)

dSABdSBC
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 (2)
Uit (1) en (2) volgt: 
[image: image173.wmf](,)(,)(,)
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 en dus ligt S op de deellijn van de buitenhoek van 
[image: image174.wmf]C
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b.
Construeer de deellijnen van 
[image: image175.wmf]C

Ð

 en van de buitenhoeken van 
[image: image176.wmf]A

Ð

 en 
[image: image177.wmf]B

Ð

.
T_3.
[image: image235.emf]a./b.


c.
De lijnen zijn de middelloodlijnen van P en z’n beeldpunt. Dus 
[image: image178.wmf]'

APAP

=

; de beeldpunten liggen allemaal even ver van punt A af. De beeldpunten vormen een cirkel met middelpunt A en straal AP.
d.
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Dus 
[image: image180.wmf]'

APAP

=

. De beeldpunten liggen allemaal op een cirkel met middelpunt A.

T_4.
Construeer op een afstand van 2 cm twee lijnen evenwijdig aan de lijn p. En doe dit ook voor de lijn q. De vier snijpunten van deze lijnen zijn de vier middelpunten van de gevraagde cirkels.
T_5.
a./b.
Teken een koorde AB van de cirkel.


Construeer de middelloodlijn van AB. (deze gaat door het middelpunt M van de cirkel).

Construeer de middelloodlijn van een koorde CD. Het snijpunt van de twee middelloodlijnen is het middelpunt M van de cirkel.
[image: image236.emf]
T_6.
a.

[image: image181.wmf]ABC

V

 is gelijkbenig met 
[image: image182.wmf]ACBC
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. 
[image: image183.wmf]BACABC
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 (1)


[image: image184.wmf]1802
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Voor de grootte van de buitenhoek van 
[image: image185.wmf]C

Ð

 geldt: 
[image: image186.wmf]180(1802)2

BCD
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CE is de deellijn van de buitenhoek, dus 
[image: image187.wmf]BCE

a
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 (2)
Uit (1) en (2) volgt dat 
[image: image188.wmf]ABCBCE

a

Ð=Ð=

, dus 
[image: image189.wmf]//

ABCE

 (Z-hoek)

b.
Als de deellijn van de buitenhoek van een driehoek evenwijdig is aan de basis van de

driehoek, dan is de driehoek gelijkbenig.
c.
Als 
[image: image190.wmf]//

CEAB

 dan is 
[image: image191.wmf]ECBCBA
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 (Z-hoek). (1)


[image: image192.wmf]BCEECDFCA
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 (CE is een deellijn en overstaande hoeken)


[image: image193.wmf]FCACAB
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 (Z-hoek) (2)
[image: image237.emf]Uit (1) en (2) volgt dat 
[image: image194.wmf]CABCBA
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. De basishoeken zijn gelijk dus driehoek ABC is gelijkbenig.
T_7.
a.


b.

[image: image195.wmf]ACD

V

 is gelijkbenig, dus 
[image: image196.wmf]DACDCA
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[image: image197.wmf]BDA

V

 is gelijkbenig, dus 
[image: image198.wmf]180
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[image: image199.wmf]11
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c.
In 
[image: image200.wmf]ACD
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 is de hoekensom gelijk aan 180o.
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[image: image202.wmf]72,72
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[image: image203.wmf]36
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.
[image: image238.emf]
T_8.
a.
Construeer de deellijnen van hoek S.

Kies een middelpunt M1 op een deellijn.
Construeer twee lijnen evenwijdig aan l op afstand 
[image: image204.wmf]1

(,)

dMl

 van l: k en k’.

Deze lijnen snijden de deellijnen in M2, M3 en M4.
b.

[image: image205.wmf]1234

SMSMSMSM
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De diagonalen van vierhoek M1 M2 M3 M4 staan loodrecht op elkaar en delen elkaar middendoor. Vierhoek  M1 M2 M3 M4 is een vierkant. Dus de hoek tussen l en m is ook 90o.
T_9.
Te bewijzen: SQ is de deellijn van 
[image: image206.wmf]RQT

Ð


l is de middenparallel van n en m, dus 
[image: image207.wmf]PRQR
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 (1)


[image: image208.wmf]MPSPSR

Ð=Ð

 (Z-hoek); 
[image: image209.wmf]PSR

V

 is gelijkbenig, dus 
[image: image210.wmf]PRRS
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 (2)

Uit (1) en (2) volgt: 
[image: image211.wmf]QRRS

=

; 
[image: image212.wmf]SQR

V

 is gelijkbenig, dus 
[image: image213.wmf]RSQRQS
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 (3)


[image: image214.wmf]RSQSQT
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 (Z-hoek). (4)

Uit (3) en (4) volgt: 
[image: image215.wmf]RQSSQT

Ð=Ð

: QS is de deellijn van hoek RQT.
T_10.
a.
Ja, de diagonalen van een parallellogram delen elkaar middendoor. Het snijpunt van de diagonalen is het middelpunt van de cirkel door de hoekpunten.

b.


c.
zie opgave 19.
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